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1. Introduzione

La minimizzazione di una funzione convessa f definita su un sottoinsieme convesso X
di R™
ff=inf{f(x),z € X} (1.0.1)

¢ uno dei problemi piu studiati della Programmazione Nonlineare. Molti metodi di
risoluzione sono basati sulla determinazione di una direzione di discesa. Se f & differen-
ziabile una direzione di discesa ¢ quella opposta al gradiente; scegliere questa direzione
puo non essere molto efficiente, e solitamente gli algoritmi di minimizzazione sfruttano
eventuali derivate di ordine superiore.

Nel caso in cui la funzione non sia differenziabile, molti algoritmi per la minimizzazione
di funzioni convesse usano il sottogradiente, dove un elemento z € R™ & un sottogradiente
per f in xg se

flx)> f(xo)+ 2 (x — o) V2 e R"

Oltre al fatto che tutti i minimi locali sono anche globali, I'ipotesi che f sia convessa
garantisce anche l’esistenza di almeno un sottogradiente in ogni punto appartenente alla
parte interna del dominio di f.

I metodi illustrati in questo elaborato assumono di aver a disposizione f(z) e almeno
un sottogradiente z per f in x per ogni z, ed eventualmente possono salvare queste

informazioni per ogni punto ”visitato” in un insieme detto bundle

B ={(zi, f(xi),z) | 1 <i <k}

Il primo metodo trattato sara il metodo del Piano di Taglio, che, introdotto da Kelley
in [1], & stato una delle prime tecniche impiegate per la risoluzione di problemi di mini-
mizzazione convessa vincolata. Viene riportato un esempio comparso per la prima volta
in [2], che dimostra come fissata una soglia di tolleranza per I’errore nella risoluzione del

problema (1.0.1) il metodo puo impiegare un tempo esponenziale in n.
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Sara poi definito un metodo di tipo proximal bundle con termine di stabilizzazione gener-
ico, e ne sara trattata la convergenza. Questo metodo ad ogni iterazione cerca di mini-
mizzare all’interno di un insieme di punti tentativo un’opportuna funzione di merito 9 in
generale diversa da f. Puo essere pertanto non monotono in f, a differenza della maggior
parte dei metodi Bundle fino ad ora studiati. Questa tipologia di approccio e stata dis-
cussa per la prima volta in [3] per un metodo con termine di stabilizzazione quadratico.
Qui i risultati di [3] vengono generalizzati, sfruttando anche il lavoro dell’articolo [4] sui
metodi proximal bundle con termini di stabilizzazione generici. Viene anche analizzato
il caso in cui il metodo usa una particolare funzione di merito simmetrica a (in un senso
che sara precisato) rispetto a problema primale e problema duale meno del termine di
penalizzazione, ottenendo pero proprieta di convergenza piu deboli.

La dimostrazione di convergenza dei metodi bundle usa la dualita di Fenchel e le pro-
prieta delle funzioni coniugate. Inoltre si basa sul fatto che il valore della funzione di
merito dipende dal minimo di una certa funzione definita nell’inviluppo convesso dei gra-
dienti del bundle e con differenziale continuo. Questo consente di stimare facilmente il
miglioramento della funzione di merito in seguito all’aggiunta di un elemento al bundle.
Tutta questa analisi viene semplificata grazie al ben noto trucco di aggregazione usato
anche in e [3] e in [4], che consente di trattare bundle con soli due elementi.

Dopo questa introduzione, nel capitolo 2 saranno enunciati e dimostrati alcuni risul-
tati sulle funzioni coniugate essenziali al resto della trattazione; il capitolo 3 trattera
l’algoritmo del piano di taglio, mentre il capitolo 4 sara dedicato allo studio di un

metodo proximal bundle; infine, nel capitolo 5 verranno discusse le conclusioni.



2. Funzioni coniugate

Vengono qui enunciati e dimostrati alcuni risultati di base sulle coniugate convesse di
funzioni definite su R" e a valori in R U {oo}.
Per approfondimenti e generalizzazioni dei risultati proposti, il lettore interessato puo

consultare [5].

2.1 Motivazione

Nel resto della trattazione verra usata la seguente definizione di funzione propria:

Definizione 2.1.1. Una funzione f : R™ — RU {oco} viene chiamata propria se esiste
x € R™ tale che f(x) # oo.

Sia f : R®™ — R una funzione differenziabile due volte con immagine del differenziale V f
uguale al sottoinsieme Z di R”. Supponendo I'esistenza di Vf~!(x), funzione inversa

del differenziale definita da Z a R™, siano z(z) = Vf~1(z) e z(z) = Vf(z). Sia

h(z) = 2(2) - 2 = f(x(2))

per ogni z in Z. Tale funzione, chiamata trasformata di Legendre di f, ha per differen-

ziale proprio z(z). Se oltre alle precedenti ipotesi f ¢ anche convessa, allora

h(z) = _xieann flz)—z-x

perché la funzione convessa f(z) — z -  ha un minimo in z = x(z). Piu in generale, se
f non ¢ differenziabile h(z) ha minimo per gli x tali che z € df(z). Questo motiva la

seguente definizione:

Definizione 2.1.2. Sia f : R" — RU{oo} una funzione propria. Si definisce coniugata
di f la funzione f*:R™ — R tale che:

[*(z) = sup z-x — f()

zeR™
3



Funzioni coniugate 4

per ogni z in R™.

2.2 Proprieta delle funzioni coniugate

In questa sezione sono elencate proprieta delle funzioni coniugate che saranno poi es-
senziali nello studio dei problemi duali. In particolare verra discussa la loro relazione
con il sottodifferenziale e alcune regole di calcolo. Questi argomenti vengono trattati in

maniera esaustiva in [5, Capitolo X].

Teorema 2.2.1. Sia f : R" — RU {oo} una funzione propria, ed f* la sua coniugata.
Allora:

(1) fzg=g" = ["
(2) f* & convessa e semicontinua inferiormente.
(3) f(z) + f*(2) > 2 per ogni z, .
(4) f<f.
(5a) (f(- +2))*(2) = f*(2) — 2z per ogni z, .

(5b) (af(0))*(2) = af*(F)-

Dimostrazione. (1) Poiché per ogni z si ha che zz — f(z) < za — g(z), per ogni z si ha
SUp,epn 2¢ — f(x) < sup,epn 22 — g(x), ovvero g* > f*.

(2) Per ogni z sia f, : R" — R la funzione affine tale che f,(z) = zx — f(x) per ogni
z. Allora f* = sup,cgn fr € semicontinua inferiormente e convessa in quanto sup di
funzioni semicontinue inferiormente e convesse.

(3) Per ogni z per la definizione di funzione coniugata vale f*(z) > zx — f(z) per ogni
z, da cui la tesi.

(4) Per la proprieta (3) f(x) > zx— f*(z) per ogni z, da cui segue subito la disuguaglianza
perché f**(z) = sup,cpn 22 — f*(2).

(58) (F(~2))" (=) = supyenn 2y F(y+7) = sup,czn (2(y-+2)—F(y-+2)
(5b) (af(5:))"(2) = supyege 2y — af (by) = a(supyegn 5y — f(1)) = a

zx = f*(z)—zx.

)_
7 (%) -

Se f & anche convessa, allora la funzione coniugata (e in particolare il suo sottodif-
ferenziale) ha proprieta molto interessanti per l'analisi di algoritmi di ottimizzazione

convessa.

Teorema 2.2.2. Sia f: R" - RU{oco} una funzione convessa propria e semicontinua

inferiormente, ed f* la sua coniugata. Allora:
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(6) f=1r"

(7) x € 0:f(z) & z € O-f(x) per ogni e > 0.

Dimostrazione. (6) Per ogni € R™ esiste una funzione affine h, tale che h,(z) = f(x)
e hy < f. Inoltre, h, = hl* e per la proprieta (1) vale anche hX* < f** e quindi
f** > supgepn b = sup,cgrn hy = f. Dalla proprieta (4) segue la tesi.

(7) z € 0= f(z) se e solo se z(y —x) —e + f(z) < f(y) per ogni y. O

Per la proprieta (3) vale anche zy — f*(2) < f(y) per ogni y. Quindi supyecgn 2y — 22 —
e+ 1(x) — F(y) < 0 = supegn 2y — f*(2) — (y). Ne segue che

—zx—e+ f(z) < —f*(2) (2.2.1)

Viceversa, se vale la (2.2.1) allora la funzione h(y) = zy — f*(z) soddisfa h < f e
f(z) —h(z) <e, per cui z € 0. f(z).

In maniera completamente analoga per simmetria sfruttando la proprieta (7) si ha che
x€0:f(2) & —zax —e < —f*(2) — f(x).

Visto che per alcune delle funzioni trattate sara necessario assumere la differenziabilita
della funzione coniugata, puo essere interessante vedere come si traduce questa ipotesi

per la funzione originale. Vale il seguente teorema:

Teorema 2.2.3. Sia f : R” — RU{oo} una funzione convessa propria, e semicontinua

inferiormente. Allora f € strettamente convessa in dom f se e solo se

1. int(dom f*) # 0,

2. f*(z) ¢ differenziabile in int(dom f*) e df*(z) = 0 per ogni z € rbd(dom f).

Dimostrazione. =: Si osservi innanzitutto che
|0f*(z)] <1 per ogni z € R" (2.2.2)

Infatti se z1,x2 € Jf(2) con x1 # w2 allora z € df(x1) N Of(x2), e quindi f(Axy + (1 —
ANz1) = f(x1)+ A(w2—21) -2 = Af(22) + (1 — A) f(z1) per ogni A € [0, 1] contraddicendo
la stretta convessita di f*.

(1) Siari(dom f*) = A, esia z € A. Esiste allora x € 0f*(z) per il teorema A.2.6. Sia V
la giacitura di aff A. Si assuma per assurdo che tale giacitura sia diversa da R™. Allora
esisterebbe w perpendicolare a V', e in particolare x + Aw sarebbe contenuto in Jf* per
ogni A € R, contraddicendo la (2.2.2).

(2) La (2.2.2) e il teorema A.2.6 implicano che f* & differenziabile in int(dom f*). Se
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z € rbd(dom f*) allora per il teorema di separazione debole esiste w # 0 tale che

w- (2 —2) <0 per ogni 2/ € dom f*. Allora se per assurdo esistesse z € 9f*(2) si
avrebbe x + Aw € 0f*(z) per ogni A € R, in contraddizione con la (2.2.2).

<: Si assuma per assurdo che f sia strettamente convessa in dom f. Allora esistono
x,y € R™ tali che x # y e per ogni A € [0,1] vale f(Ax+(1=N)y)) = Af(z)+(1=N)f(z).

Sia h : R — R tale che
o) = f(a) + L= 1D

Allora h(y) < f(x + v(y — z)) per ogni v € R, da cui se h'(z') = h(ﬁ) allora
R (xz) < f(2') per o’ appartenente al sottospazio affine {z + A(y — x)|A € R}. Quindi per
il teorema A.2.7 esiste un’estensione affine di h(z’) a tutto R™, o equivalentemente esiste
z € Of(2') per ogni 2’ € conv (z,y). Ma allora 2/ € df*(z) per ogni 2’ € conv (z,y),

assurdo. O

2.3 Dualita di Fenchel

La dualita di Fenchel consente di passare dal problema di minimizzazione della somma
di due funzioni convesse ad un problema di minimizzazione definito tramite le loro
funzioni coniugate. Per una trattazione esaustiva dell’argomento il lettore interessato
puo consultare [5, Capitolo XII, sezione 5]

Questa dualita € una conseguenza della seguente proposione, riguardante la formula per

la funzione coniugata della somma:

Proposizione 2.3.1. Siano f e g due funzioni definite da R™ in R U {oo} convesse,
proprie e semicontinue inferiormente.

Sia f* % g*(x) = inf{f*(y) + g"(2) | y+ 2z =z, (y,2) € R* x R"} linf-convoluzione di
[*eg®. Allora (f +g)*(z) = [* * g*(x)

Dimostrazione.

(f*xg")"(z) = sup zaz — (f**g")"(2) = sup zz + sup —f"(21) —g"(22) =
zER™ zZER™ z1+z2=2

= sup 217 — [*(21) + sup 2z — g*(22) = f(2) + g(z)
z1ER™ zo€ER™

Per la proprieta (7) allora (f + ¢g)*(z) = f* % g*(x). O

E chiaro come usando il fatto che —f*(0) = infyern f(z) e la proposizione precedente si

puo ottenere un problema duale per la minimizzazione della somma di funzioni convesse.
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Teorema 2.3.2. Siano f e g due funzioni convesse, proprie e semicontinue inferior-
mente tali che dom f N dom g # 0.
Allora i problemi

inf{f(z) +g(z) | = € R"} (2.3.1)

inf{f*(2) + ¢"(—=2) | z € R"} (2.3.2)

hanno valori ottimi opposti.

Dimostrazione. Per la proposizione 2.3.1

inf f(x) +9(@) = ~(F +9)"(0) = — inf f(=) +g"(~2) -

La seguente proposizione esprime un’importante relazione tra soluzione del problema

primale e soluzione del problema duale.

Proposizione 2.3.3. Siano f e g due funzioni definite da R™ in R convesse e semicon-
tinue inferiormente tali che dom f N dom g # ().

Si assuma lesistenza di Z tale che f*(zZ) + ¢*(—z) = inf.crn f*(2) + g*(—2). Allora
Uinsieme degli T tali che (f + g)(Z) = infyern f(x) + g(x) € uguale a

01" ()N og"(~2)

Dimostrazione. Se x € Jf*(z) N dg*(—2), allora z € Jf(z) e —z € Jg(x). Allora
0€ d(f+g)(x), e quindi ¢ un minimo.

Si supponga per assurdo ’esistenza di un = che minimimizza f + g ma tale che

x ¢ 0f*(z2)Ndg*(—z). Allorase x ¢ Jf*(Z) si avrebbe zz— f*(2) < f(x) esex ¢ Jg*(—2)
si avrebbe —zz — ¢g*(2) < g(x), e in particolare —f*(Z) — ¢*(2) < g(z) + f(x). Questo
pero implicherebbe sup — f*(z) — ¢*(z) < inf f(x) + g(x), assurdo. O



3. Metodo del piano di taglio

3.1 DMotivazione

Prima di studiare le proprieta generali dei Metodi Bundle, ¢ opportuno introdurre il
metodo del piano di taglio. Storicamente si tratta di uno dei primi algoritmi usati per
risolvere problemi di ottimizzazione convessa nondifferenziabile, ed & anche il Metodo
Bundle ”piu semplice” in assoluto.

Sia f : R" — R U {oo} la funzione convessa e semicontinua inferiormente da mini-
mizzare. Il metodo del piano di taglio, come molti altri metodi di ottimizzazione, si
basa sull’assunzione che dato un punto x € R™ sia sempre possibile calcolare f(z) e
uno z € df(x). A differenza di metodi come la discesa del gradiente, usa tutte le in-
formazioni ricavate durante le sue iterazioni per costruire un’approssimazione inferiore
della funzione da minimizzare. Piu precisamente, l'algoritmo visita una sequenza di
punti {z;}i<i<, calcolando per ogni z; il valore di f(z;) = f; e uno z; € 9f(z;). In
sintesi dopo la visita di k punti le informazioni a disposizione dell’algoritmo si possono

riassumere nell’insieme (detto bundle)

Br = {(xi, fi, zi) h1<i<k (3.1.1)

Sfruttando le informazioni contenute nell’insieme By, si puo poi definire un’approssimazione
inferiore di f. Osservando che per ogni i la funzione affine f;(z) = (z — 23) - 2 + f(2;) &

minore di f, si puo definire il modello dei piani di taglio di f come

f8,(x) = sup fi(x)
1<i<k
Questo modello & chiaramente un’approssimazione inferiore di f, e per brevita verra
chiamato in seguito modello CP (cutting planes). Per semplicita di notazione ka verra
indicata in seguito con f ke la sua coniugata con ff Dal punto di vista geometrico, per
ogni 4 la funzione fz determina una bisezione di R" in due semipiani, dei quali solo uno

pud contenere la soluzione del problema. Se Z & soluzione infatti deve valere fi(z) < f;,
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ovvero T - z; < x; - z;, e quindi
ze{reR"z -z <z 2z}

L’idea dell’algoritmo ¢ di scegliere come 1 il punto che minimizza ’approssimazione

inferiore, ovvero, nel caso del modello CP, la soluzione del seguente problema:
inf{f¥(z) | z € C} (3.1.2)

Dal punto di vista computazionale, se si usa il modello CP, minimizzare I’approssimazione
inferiore significa risolvere un problema di programmagzione lineare soggetto a k vincoli.
Infatti

Aoy =mf{v |v> fi+(x—z) zV1<i<k} (3.1.3)

e quindi x & una soluzione per il problema (3.1.2) se e solo se esiste v tale che

(v,2) € R x C ¢ la soluzione del seguente problema di programmazione lineare:
inf{fv|v>fi+(@x—x;) zV1<i<k} (3.1.4)

Inoltre, dal punto di vista della convergenza dell’algoritmo, il teorema A.2.8 garantisce
che f & uguale al sup delle funzioni affini che la minorano. E dunque ragionevole aspet-
tarsi che dopo molte iterazioni f’“ costituisca una buona approsimazione di f, almeno
nel caso in cui 'algoritmo converga e localmente rispetto al punto di convergenza.

In generale pero la funzione f k se considerata su tutto R™ pud non avere un minimo, per
cui ’algoritmo non viene applicato ad f ma ad alla restrizione di f ad un insieme com-
patto C. Naturalmente affinché I’algoritmo restituisca il minimo globale di f (ammesso
che tale minimo esista) & necessario scegliere C' in modo che lo contenga: questo puo
risultare difficile dal punto di vista computazionale, anche per la difficolta di distinguere

i casiin cui f non ha minimo.



Algoritmo del piano di taglio 10

3.2 Definizione del metodo

Dato un € > 0, e usando le definizioni della sezione precedente, il metodo del piano di

taglio puo essere definito nel seguente modo:

0. Selezionare z1 € C e z1 € Of(x1), porre k = 2.

1. Selezionare xy, € argmin{ f*~1(z) | z € C} e z, € df (z).
2. Porre &, = f(xr) — f¥ Y ap).

3. Se 0 < g, 'algoritmo termina.

4. k < k+ 1. Ripartire dallo step 1.

Poiché fk < f per ogni k , quando I’algoritmo termina all’iterazione j se f ¢ il minimo

di f su C allora l'errore ¢ minore o uguale a e:
flag) = < flag) = N (zy) <e

Sia ora my = fk(xk+1) per ogni k > 1 la soluzione approsimata fornita dalla k —
esima iterazione dell’algoritmo. Poiché la successione {f¥}ren € crescente allora anche

la successione {my }ren € crescente, con my < f per ogni k.

3.3 Convergenza

Considerando 'algoritmo descritto nella sezione precedente, vale il seguente risultato:

Teorema 3.3.1. Siac =0 e f il minimo di f ristretta a C. Se C' ¢ un insieme compatto
tale che f|c ¢ lipschitziana, allora

lim f(z;) — f=0

1—00
Dimostrazione. Si assuma per assurdo l'esistenza di un g > 0 tale che f(z;) — f > u
frequentemente. Dato k € N, per ogni i < k vale f(x;) — (f(x;) + 2; - (xp1 — 7)) >

A~

fla:) — fk($k+1), da cui:

— 2+ (g1 — 2) > f@i) — flane) > flai) — f (3.3.1)
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Ma se L ¢ la costante di Lipschitz di f vale anche:
— 2 (Th+1 — 33) < Llzperr — x| (3.3.2)
e combinando le disuguaglianze (3.3.1) e (3.3.2) si ha per ogni j > i

|@; — @il = (3.3.3)

~i=

Sia ora {z,(; }ien la sottosuccessione di punti tale che f(z,;)) — f > p per ogni i. Per
la (3.3.3) si ha [|z,jy — 24|l > § per ogni j > 4.
Dunque {x#(i)}ieN dovrebbe essere una successione di punti isolati nel compatto C,

assurdo. O

Si assuma ora che 'algortimo per diminuire il numero di vincoli nel problema master
utilizzi una successione di bundle {B;}keN monotona non decrescente tale che B;C C B
per ogni k. Si assuma anche che la successione dei bundle {8} }en sia definita in modo

da garantire esistenza di una successione {s(k)}ren crescente e tale che

Biry-1 2 {(@s(y, 2s(i)s foiy) | 1 <0 <k =1}

per ogni k. La disuguaglianza (3.3.1) e vera se e solo se (z;, 2;, fi) fa parte del bundle
quando si minimizza fk per calcolare xy11. Proprio per questa osservazione valgono
ancora la (3.3.1) e la (3.3.2) sostituendo gli indici i e k+1 con s(7) ed s(k) rispettivamente.
Inoltre per la monotonia di {B), }xen anche {x}} yeny € monotona non decrescente, e quindi
vale ancora il teorema 3.3.1. In altre parole, la convergenza dell’algoritmo e garantita
anche se si scartano alcune informazioni dal bundle in modo pero da mantenere ad ogni
iterazione tutte le terne associate ad una sottosuccessione di indici fissata. Tuttavia,
non esiste un modo ovvio per garantire che la cardinalita del bundle sia limitata durante
I’algoritmo; per ottenere questa condizioni sono invece utili i metodi proximal bundle
esposti nel capitolo 4.

L’ipotesi che f sia lipschitziana ¢ ad esempio vera se C' C int(dom f), come garantito
dal teorema A.2.2 .

Il teorema appena dimostrato implica che se € > 0 ’algoritmo termina. Inoltre, se € =0
e X ¢ l'insieme dei minimi di f|¢, tutte le sottosuccessioni convergenti di {x;} devono

convergere ad un punto appartenente ad X. Piu precisamente, vale il seguente corollario:

Corollario 3.3.2. Con le notazioni usate nel teorema 3.3.1, se € =0 e X ¢ l'insieme
dei minimi di f|c, allora
lim dist(x;, X) =0

1—00
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Dimostrazione. Dalla compattezza di C segue che dato p > 0 non puo esistere una

sottosuccessione {z,;)}ien tale che per ogni i valga dist(z;, X) > p. O

3.4 Metodo del piano di taglio dal punto di vista duale

Sia f* : R® — R la coniugata di f. Sia f il valore ottimo del problema primale
inf{f(z) | z € R"} (3.4.1)

Per la definizione di funzione coniugata, —f*(0) = f. Allora si puo definire il seguente

problema duale
inf{f*(z) | z=0} (3.4.2)

che ha valore ottimo f* = —f.

Il problema di minimizzazione puo quindi essere riformulato come problema di approssi-
mazione di una funzione convessa (definita implicitamente) in un punto. Questo prob-
lema puo essere trattato con diverse tecniche di approssimazione: in questa tesi verra
usata ff come approssimazione superiore di f, mentre per un’analisi piu generale il let-

tore interessato puo consultare [6].

3.4.1 Problema duale per metodo del piano di taglio

Nello step 3 del metodo del piano di taglio si risolve il problema (3.1.2). Per semplicita
conviene inizialmente assumere che il minimo di fk appartenga a C, in modo che il

problema (3.1.2) sia equivalente a

inf{f*(z) | z e R"} = inf{ sup fi+ (x — ;) -z | x € R"}
1<i<k

Si puo ora cercare di ricavare il problema duale nella forma (3.4.2). Serve innanzitutto
calcolare f¥(z) = sup{zx — f(x) | z € R"}.

Per la (3.1.4) vale I'uguaglianza

fF(z) =sup{e- 2’ | Ax’ <b, 2’ e R} (3.4.3)
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dove 2’/ = (z,v) € R"! ¢ = (z,—1) € R"1 A € RF*"+1 ¢ definita da

Z1 —1

Z9 —1
A pr—

zr —1

eb=(z1-x1— f(x1),..., 2k - T — f(xx)). Poiche per ogni 1 < i < k si ha che
2 € Of(x5) = 2z - — f(x5) = f*(2), vale anche b = (f*(21), ..., f*(z)). E un ben noto
risultato di programmazione lineare che il problema (3.4.3) ha lo stesso valore ottimo

del seguente duale
inf{0-b|0TA=cT, 0 >0} (3.4.4)

dove 0 = (64,...,0;). Se Ay ¢ il simplesso standard di dimensione k, la (3.4.4) si puo

riscrivere come i i
inf {Zezf*(zz) ’ Zézzl =z, 0 c Ak} (3.4.5)
i=1 i=1

Essendo f*(z) uguale al valore ottimo del problema (3.4.4), il duale del problema (3.1.2)
nella forma (3.4.2) ¢

k k
inf {Z sz*(zz) ’ Z 0;z; = 0, 0 e Ak} (3.4.6)
=1 i=1

Un qualsiasi algoritmo di risoluzione per (3.4.6) restituira anche la soluzione del problema
primale (Z,v), che ¢ sempre necessaria per verificare 'ottimalita della soluzione del
problema primale.

L’espressione (3.4.5) consente di descrivere in modo geometrico l'epigrafo di f*(z). Vale

infatti la seguente proposizione:

Proposizione 3.4.1. Sia F* = {(z;, f¥(z)) | 1 <i < k}, e P = cone {en41,0}, dove
ens1 = (0,...,0,1) € R**1. Allora epi ff = conv F* + P.

Dimostrazione. z € dom ff se e solo se esiste € Ay tale che
k ~ A
S0z 5 (20)) = (2 £4(2))

=1

se e solo se (z, f(z)) € conv F*. Ma se G ¢ il grafico di fkalloraepi ff=G+P. O
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3.4.2 Schema algoritmo duale

L’algoritmo del piano di taglio puo essere descritto usando il problema duale (3.4.6),
nell’assunzione pero che questo abbia sempre una soluzione. Per applicare questo algo-
ritmo e pertanto necessario che inizialmente il bundle B garantisca questa condizione.

Sia dunque m il minimo indice per cui questo accade. Segue la descrizione dell’algoritmo:

0. k=m+1.

1. Risolvere il problema inf{f%~1(z) | z = 0} ottenendo cosi nella notazione della

(3.4.6) una soluzione 0* € Ay, e il valore ottimo f¥=1(0).

2. Ricavare zj dalla soluzione al problema primale e di conseguenza anche f(xy)

e zi € Of (k). Calcolare f*(zx) = zpxr — f(xg).
3. 0 = FETH0) + f(xn).
4. Se d; < g, lalgoritmo termina.

5. k < k+ 1. Ripartire dallo step 1.

Poiché —f5=1(0) = infyern f*~1(x), il 65 usato dall’algoritmo duale & esattamente lo
stesso d usato dall’algoritmo primale (a parita di bundle).

Nel problema duale d; ha anche un’interpretazione geometrica interessante.

Sia hi(z) = f*(z)+x;-(2—2;) Papprossimazione inferiore di f* associata al sottogradiente
z; del punto z;. Come gia osservato, ff‘l € un’approssimazione inferiore di f* il cui
grafico ¢ il "bordo inferiore” dell’inviluppo convesso dei punti {(x;, f*(z;)) |1 <i < k—1}
(vedere figura 3.1).

Poiché —f(x;) = f*(z) — z; - ®; = hi(0), per ogni i il punto (0, —f(x;)) & U'intersezione
del grafico di h; con la retta verticale Ae,y1, A € R. Questa intersezione sta sotto il
grafico di f*: infatti, f*(0) = —f implica che f*(0) > — f(z) per ogni z.

Infine, 6, = f5=2(0) + f(z1) = fF71(0) — hy(0) e valgono le disuguaglianze

0k = f(0) + fax) 2 0

L’ uguaglianza ¢’¢ se e solo se f¥=1(0) = f*(0) e f(xx) = f.

A partire dalla descrizione dell’algoritmo duale naturalmente si possono ricavare le stesse
proprieta di convergenza dimostrate nel caso dell’algoritmo primale. Ad esempio, si
puo ancora ricavare la disuguaglianza (3.3.1), da cui deriva facilmente la convergenza

dell’algoritmo.
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FiauraA 3.1: Algoritmo del piano di taglio duale

Infatti 41 € 8f5(0) implica che f*(zi41) — zip1 - The1 > fF(0) per ogni i < k e
Ziy1 € Of*(zi+1) implica che f*(zj+1) — zit1 - Tit1 = — f(zi+1). Combinando queste due

disuguaglianze si ha proprio la (3.3.1):

Ziv1 - (i1 — 2k) = fF0) + f(zi41) > fliga) — f

3.5 Limitazioni del metodo

Se C non ¢ compatto il problema inf{ fk(:c) | x € C'} potrebbe non aver soluzione, come
accade nel caso in cui il bundle & By = {(x0, 20, fo)} con z # 0 e C = R™. In particolare,
poiché infyegn f¥(z) < infpern f(2), se infyepn f(z) = —oo non esistono bundle tali che
infyern f¥(z) abbia soluzione.

Inoltre, esistono casi in cui anche se C' € compatto e contiene il minimo la convergenza
€ molto lenta, richiedendo un numero di iterazioni esponenziale in n. In alcuni di questi
casi l'insieme dei minimi di f* & n— dimensionale o (n — 1)— dimensionale e ad ogni
iterazione il suo volume decresce di poco, come nel seguente esempio comparso per la

prima volta in [2].

Esempio 3.5.1. Sia 0 < < 1, e sia f: R” — R definita nel modo sequente:

f(@) = max{0, =1 + 2 + |||}
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Allora il suo sottodifferenziale &

{0}, se [l < 1—2p
Of (@) = < {a/|l2ll}, se [l > 125
conv{0, z/[l2ll} se lz] =1 —2u

e linsieme delle soluzioni ¢ Bo(1 — 2u). Se zg = 0 allora necessariamente zy = 0 e
fOx) ¢ identicamente nulla. Sia C = By(1) e sia m il minimo indice (eventualmente
uguale a 00) per cui fm(a:) > 0 per ogni x € dBy(1). Se il metodo sceglie sempre una
soluzione di morma massima per il problema approssimato, w;y1 € OBo(1) per tutte le
iterazioni prima dell’iterazione m.

D’altra parte, dato z; € dBo(1), Vf(x;) = z;/||zil|, e pertanto se xz; viene visitato

dall’algoritmo viene aggiunto il piano associato alla funzione affine
file) ==14+2p+a- 2

In particolare fi(x) > 0 solo nella calotta sferica V; = {x € C|z - x; > 1 —2u}.
Sia S; = V; N 9By(1). Allora

6 S; 2 0By(1)

=1

Indicando con Voli(A) il volume k—dimensionale dell’insieme A, si ha
> Vol 1(Si) = m Vol _1(S1) > Voly_1(9Bo(1))
i=1

da cui m > Vol,,_10By(1)/Vol,,—1(S1) . Quindi servono almeno

Vol,,—10By(1) - 9 i (n+1)/2
VOlnfl(Sl) “n+1\4u

iterazioni. Inoltre, il problema che si deve risolvere all’i—esima iterazione é un problema

di programmazione lineare soggetto a t vincoli.



4. Metodi Bundle

4.1 Notazione

Nella trattazione dei metodi Bundle sara usata la stessa notazione della sezione riguardante
il metodo dei piani di taglio, con alcune aggiunte.

All’iterazione k£ di un metodo bundle € associato un unico centro I, € per semplicita di
notazione Iy e T4 saranno indicati con T e T4 rispettivamente.

B indichera un generico insieme bundle e fB I’approssimazione inferiore di f associata.
Nella trattazione dei metodi bundle, se non altrimenti specificato B e By indicheranno
rispettivamente i bundle By e Byy1. Per ogni [ € N inoltre ¢; = (1,...,1) indichera il
vettore appartenente ad R' avente tutte le componenti pari a 1; dist(p, X) indichera
la distanza tra un punto p e un insieme chiuso X; data g : R — R e ¢ € R allora
S:(g) indichera l'insieme {z € R" | g(z) < €}; z(P) sara il valore ottimo del problema
(P) e X l'insieme dei punti che minimizzano f(z). 0By(y), da non confondere con un

sottodifferenziale, indica il bordo della palla di raggio y e centro x.

4.2 Introduzione

Per applicare 'algoritmo del piano di taglio serve restringere il problema ad un in-
sieme compatto. Inoltre, le soluzioni al problema master possono essere molto lon-
tane tra un’iterazione e I'altra, e questi spostamenti possono essere causa di inefficienze
nell’algoritmo. Infatti, poiché la funzione fB spesso approssima bene f localmente,
scegliere come soluzione del master problem un punto lontano da quello corrente puo
portare a situazioni come quella vista nell’esempio, dove per un numero di iterazioni
esponenziale in n non c’era alcun miglioramento sul valore di f.

Per questo motivo si modifica il master problem primale aggiungendo una funzione di

penalizzazione che garantisca innanzitutto l’esistenza di una soluzione:
¢5.+(%) = inf{f5(z + d) + Dy(d) | d € R"} (4.2.1)

17
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dove per ogni ¢ > 0 D;(d) gode di proprieta che verranno analizzate nella prossima

sezione.

4.3 Proprieta funzione di penalizzazione

Per le dimostrazioni di convergenza presentate in questo articolo € necessario che per
ogni t > 0 la funzione di penalizzazione D; sia convessa e continua. In [4] vengono inoltre

usate le seguenti proprieta per costruire un metodo di tipo proximal bundle convergente:
(P1) Per ogni t > 0, D:(0) =0 e 0 € 9D(0).
(P2) Per ognit >0,ee>0,S:(D;) e compatto e 0 € int S.(Dy).

(P3) Per ogni t > 0, lim g0 ||td(||) = +00.

(P4) Per ogni t > 0, Dy > D, per ogni 7 > t.
(P5) limy—soo Di(d) = 0 Vd.
Come viene dimostrato in [4], queste condizioni sono equivalenti alle seguenti condizioni
su Dy
(P*1) Per ognit > 0, Df(0) =0 e 0 € 0Df(0).
(P*2) Per ognit > 0ece >0, S:(D;) & compatto e 0 € int Sc(Dy).
(P*3) Per ogni t > 0, dom D} = R".
(P*4) Per ognit >0, D; > D, per ogni 7 > t.
(P*5) Per ognit > 0ece >0, limy,o inf,{D;(2) | ||2] > e} = +o0.
Pil precisamente, in [4] viene dimostrato che per 1 < i < 4 la proprieta (Pi) & equivalente
alla proprieta (P*i), che (P1),(P4) e (P5) implicano (P*5), e che (P*1), (P*4) e (P*5)
implicano (P5).

Per avere la convergenza dei metodi trattati in questa tesi & necessario aggiungere le

seguenti proprieta:

(Q1) Per ogni t > 0, D; ¢ differenziabile in 0 con VD;(0) = 0.

(Q2) Esiste D : R® — R U {co} tale che per ogni t > 0 Dy(z) = 1 D(z).
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(Q3) Per ogni t > 0, Dy(z) & strettamente convessa.

Alcune importanti conseguenze delle proprieta appena esposte su D; sono le seguenti:

Proposizione 4.3.1. (a) Se vale (P1) allora Di(x) > 0 per ogni x, e se vale anche
(Q3) allora D¢(x) > 0 per ogni x # 0.
(b) Se wvale (P3) allora per ogni z esiste M tale che zx — D¢(x) < 0 per x € R™/Bo(M).

Dimostrazione. (a) La prima implicazione € evidente perche 0 € 9D;(0). La seconda
deriva da D¢(0) = 0 e dalla stretta convessita di D;.

(b) Fissato z, si assuma per assurdo che per ogni M esista xp; € R™/By(M) tale che
zxp — Di(zpr) > 0. Allora ||z]] > Dixa) . s questo implica lesistenza di una succes-

lzarll 2

sione che contraddice (P3). O

E facile vedere come le proprieta (Q1) — (Q3) e (P1), (P3) implichino le proprieta (P1)—
(P5)

Proposizione 4.3.2. (a) (Q2) = (P4) e (Q2) = (P5).
(b) (Q3), (P1) e (Q1) implicano (P2).

Dimostrazione. La (a) ¢ evidente dalla definizione. Per la (c¢) invece se vale ipotesi
allora per la proposizione 4.3.1 D;(x) > 0 per ogni = # 0 e in particolare esiste m > 0
minimo di D, ristretta a 0By(1). Si assuma per assurdo che esista una successione
divergente {z;};en contenuta in S¢(D;). La stretta convessita di D; implicherebbe m <

ﬁ per ogni 7, assurdo. 0
Le proprieta (Q1) — (Q3) si possono riscrivere usando Dj(z):

(Q*1) Per ogni ¢t > 0, Df(x) > 0 per ogni = # 0.

(Q*2) Esiste D* : R®™ — R U {oco} tale che per ogni ¢ > 0 e per ogni x € R" vale
Dj(z) = 1 D*(tz).

(Q*3) Dy e differenziabile per ogni ¢t > 0.
Nella dimostrazione di convergenza sara importante usare il fatto che una funzione con-
vessa e differenziabile ha sempre differenziale continuo in dom f (corollario A4.2.12). In

particolare, poiché D} & convessa, se valgono la (P*3) e la (Q*3) allora D} € C1(R™, R).

Il seguente teorema mostra l’equivalenza tra proprieta di D; e di Dj.

Teorema 4.3.3. Valgono le sequenti relaziont tra le proprieta sopra elencate:
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o (Q1) A (P1) & (Q*1) A (P*1).
e (Q2) & (Q2).

e Se (P3) allora (Q*3) < (Q3).

Dimostrazione. (Q1) A (P1) = (Q*1) A (P*1): D (x) > 0 per ogni = e se esiste x # 0
per il quale vale I'uguaglianza, allora 0 € 0Dy(x) = x € dD;(0), assurdo.

(Q*1)A(P*1) = (Q1)A(P1): Poiché 0 € 0D;(0) allora 0 € 9D.(0). Se esiste x € 9D¢(0)
tale che z # 0 allora 0 € D; (z), da cui Dj(z) = D;(0) = 0, assurdo.

(Q2) < (Q*2): Proprieta (i) delle funzioni coniugate.

Si assuma ora che (P3) sia vera.

(Q*3) & (Q3): Dy e D; soddisfano chiaramente le ipotesi del teorema 2.2.3. O]

Nel resto del capitolo verra mostrato come queste proprieta siano necessarie per le di-

mostrazioni di convergenza.

4.4 Proprieta del master problem e funzione di merito

Le funzioni ¢y, d;, etc. definite in questo paragrafo dipendono non solo da ¢ ma anche
dal termine di stabilizzazione D, cosa non esplicitata nei loro nomi per semplicita di
notazione.

Siccome flg ¢ sempre per definizione un’approssimazione inferiore di f, la funzione ¢z

€ un’approssimazione inferiore di
& () = inf{f(Z+d) + D¢(d) | d € R"} (4.4.1)

Questa funzione ¢; € interessante per diversi motivi. Come prima osservazione, se val-
gono la (P1) e D¢(d) > 0 per ogni d # 0, allora I'insieme dei minimi di ¢¢(z) ¢ uguale
all’insieme dei minimi di f, quindi minimizzare f equivale a minimizzare ¢;, ovvero ¢; e
una funzione di merito per il problema originale. Notare che se valgono la (P1) e la (Q3)
allora per la proposizione 4.3.1 l'ipotesi D¢(d) > 0 per ogni d # 0 ¢ valida. Inoltre ¢; ¢
convessa, essendo inf-convoluzione di due funzioni convesse. Se f & convessa e chiusa e

valgono (Q1) e (P1) allora ¢ facile verificare che

¢u(x) < f(x) e ¢u(x) = f(x) & 2 € argnin{f(z)} (4.4.2)

z€R™

L’idea fondamentale dei metodi bundle proximal € in effetti quella di considerare la

direzione d* soluzione del problema (4.2.1) come direzione di discesa candidata. Ma d*
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approssima la soluzione d del problema (4.4.1), che & una direzione di discesa sia per f
che per ¢;.

Un caso particolare molto studiato & quello in cui Dy(d) = 5||d[|>. In questo caso
scegliere la soluzione d del problema (4.4.1) come direzione di discesa equivale a fare un
algoritmo di discesa secondo gradiente. Pill precisamente, se f & convessa e propria ¢;(Z)
¢ detta regolarizzazione di Moreau - Yosida di f, ed e differenziabile con differenziale
V¢ (z) = $(z — d) (come dimostrato in [7]), da cui d = & — t¢(Z), che & la formula per
la discesa secondo gradiente rispetto a ¢ ().

D’ora in poi verra analizzato solo il caso di Dy convessa che soddisfa (P1), specificando

ogni volta le proprieta usate. Poiché ¢p; > ¢4, la (4.4.2) implica che

opi(x) =f(z) =z € aigﬂr%lin{f(x)} (4.4.3)

Queste relazioni motivano 1’'uso della funzione J; tale che

ot(z) = f(x) — de(x) (4.4.4)

come funzione di merito, visto che se vale (Q1) allora d;(x) > 0 per ogni = con uguaglianza
se e solo se z € argmin,cp» f(z). Dal punto di vista dell’algoritmo, §; non & possibile da
calcolare e quindi si usa I’approssimazione dg¢(x). Per la (4.4.3),

0Bt(r) =0 =z € argmin, g {f(z)}.

Un’altra possibile funzione di merito ¢ (;(z) = f(z) + d(z) = 2f(z) — ¢(x), con la sua

approssimazione superiore

CBi(x) = f(x) +dpt(x) = 2f(x) — PBt(x) (4.4.5)

da cui (g > ¢ > f. Un possibile svantaggio rispetto a ¢; ¢ che (; puo non essere
concava o convessa, essendo somma di una funzione concava ed una convessa. Sempre

per la (4.4.3) si ha chiaramente

Bi(r) = flx)=>x € aiggin{f(a:)} (4.4.6)

Si assuma ora che f sia *-compatta, ovvero che
e(l, L) = sup{dist(z, X;) | f(z) < L, X; = f1(—o0,l]} < o0 (4.4.7)

per ogni L > [ > inf cpn{f(z)} > —o0. Vale allora una proprieta di d; fondamentale

per le dimostrazioni di convergenza:
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Teorema 4.4.1. Se D; soddisfa le proprieta (P1),(Q1),(Q2),(Q3), f é *compatta e
la successione {t;}ien € contenuta in [t1,t2] con 0 < t; < ta, allora
lim 64, (z;) = 0= lim f(z;) = inf f(x) (4.4.8)
1—00 1—00 rER™
Dimostrazione. Sia m = infyepn f(x). Si assuma per assurdo l'esistenza di una sot-
tosuccessione {y;}ieny di {zi}ien tale che f(y;) > L > m per ogni i. Sia allora [
tale che L > [ > m, e sia h = ﬁ Poiché VD.(0) = 0 esiste ¢ > 0 tale che
h||d|| > Dz, (d) per ogni z € B.(0), con uguaglianza se e solo se z = 0. Sia dunque
6 = mingepp, (o) hlldl| — Dz, (d) > 0.

Fissato un k € N sia p; la proiezione di y; su X, e sia A\ = ];(é’;))i];. Allora

(L= A)f(yr) + Mf(pe) = (1= A1) flyr) + Ml = L
Allora. f(yk + Aok — ) < L , e quindi
dist(yx + M (P — yk), X1) = (1 = A1) |lyx — pell < e(L,1)

Ma allora per definizione di A\; questa disuguaglianza diventa

flyw) = flp) o L—1
lye —pell — e(l, L)

—h (4.4.9)

Quindi, se
he

f(yr) = f(Pr)
allora per la (4.4.9) A2|lyx — pi|l < €, e infine

A =

b0, (i) < flyk + A2(pe — yi)) + De, (N2llpr — wil]) <

< flyr) + Xa(f(pr) — f(yr)) + Dz (e) < fyx) — 0
= 5tk(yk) >0

e questo ragionamento che vale per ogni k contraddice l'ipotesi lim; o0 0y, (y;) = 0. O

Nella dimostrazione precedente viene usato che D; e sublineare in un intorno di 0, quindi
I'ipotesi (P1) non basta e serve anche la (Q1). Invece ¢ facile verificare che le ipotesi
(Q2) e (Q3) non sono necessarie e possono essere sostituite dalle ipotesi (P2) e (P4).

Ecco infine una proposizione riguardante la monotonia di Dj in ¢ che tornera utile per

studiare algoritmi nei quali ¢ non ¢ costante:

Proposition 4.1. Sia z #0, 0 < t < u. Se D} soddisfa la proprieta (P1) e la proprieta
(Q2), allora D} (z) < D} (z%).
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Dimostrazione. Per la proprietd (Q2) basta dimostrare che D*(tz) < £D*(uz). Posto

L = 5 questo diventa D*(r) < sDj (%), che & vero per la convessita di D*. [

tz:rea—

4.5 Problema duale

Nei metodi Bundle l'insieme B ¢ definito in maniera molto piu libera che nel metodo del
piano di taglio visto precedentemente, dove veniva inserito esattamente un elemento in 5
per ogni punto visitato. Il bundle B sara un insieme di coppie (z, «) tali che z € 9, f(Z).
Quando il centro diventa Z allora si possono aggiornare gli a con la seguente funzione

di trasferimento:

oy = p(#, T4 0, 2) = f(34) - (f(2) — a+ 2(2s — 7)) (45.1)

in modo che valga ancora a4 € 0, f(Z) per ogni (z,a4) contenuto in B.

Si assuma che gli elementi di B siano numerati in modo che

dove h indica il numero di elementi presenti nel bundle e non € necessariamente uguale al
numero di iterazioni fatte dall’algoritmo. Per semplicita di notazione verra usato i € B
al posto di (z;, ;) € B.

Con questa notazione il problema primale si puo riscrivere nel seguente modo:

¢B+(z) = inf{v + D¢(d) | v > zid — o, 1 € B} (4.5.2)
Per riscrivere il problema in forma vettoriale, se

Z=(z1,.,2z) e R &= (aq,...,05) € R?

allora il problema (4.5.2) diventa ¢p+(z) = inf{v + D;(d) | ve,, > Zd — a} + f(z). Si

puo scrivere il problema duale usando la dualita di Fenchel (teorema 2.3.2):

Ap (%) = inf{f§(2) — 2 + D (=2) | z € R"} (4.5.3)

e usando la (3.4.5) per il calcolo di f;;(z), se 0 = (04, ...,0p) il problema duale diventa

A37t(f) = inf {Dt <— szﬂz> -+ Zaﬂz ‘ 0 e Am)} — f(.if‘) (4.5.4)

i€eB i€eB



Metodi Bundle 24

dove per il teorema 2.3.2 Ap(Z) = —¢p+(Z).
Sia ora
0" = (67,....6;)

la soluzione di (4.5.4). Si possono quindi definire o* e z* come:

* * * *
z :E 07z, « :E 07 o

ieB i€B

Chiaramente z* ¢ la soluzione al problema (4.5.3).
Si possono ora scrivere le relazioni tra funzioni di merito e problema duale: usando il
fatto che Ap+(Z) = —¢p+(Z) si ha

65.4(7) = (7) + Apy(7) = D (—2") + o (4.5.53)

(B4(Z) = f(Z) 4+ 0pe(Z) = f(T) + Dj (—2") + " (4.5.5b)
Notare infine che con la notazione vettoriale si puo riscrivere la (4.5.4) come

Ap(F) = nf{Dy(~Z6) + G760 | 6 € M)} — £(2)

4.6 Proprieta soluzioni del problema master

Usando i risultati visti sulla dualita di Fenchel si possono ricavare relazioni tra problema
primale e problema duale che sono poi essenziali per la dimostrazione della convergenza
dell’algoritmo.

Queste proprieta delle soluzioni, dimostrate per la prima volta in [4] non dipendono
dal fatto che fg sia il massimo di funzioni affini, ma valgono per qualsiasi flg chiusa e

convessa.

Proposizione 4.6.1. Se fg e D; sono due funzioni convesse e semicontinue inferior-
mente tali che dom fr(x + -) Nint dom D; # (), e che esistano z* e d* soluzioni ottime

di (4.5.3) e (4.5.2) rispettivamente, allora:
(1) Api(Z) = —¢B.(Z),
(2) —z* € 0D¢(d*) e d* € 0D} (—=z"),
(3) 2* € Ofp(x +d*) ex +d* € df5(2*),
(4) folz+d) + f5(z") = 2"(x + d°),

(5) Dy(d*) + Di(—2") = —zd".
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Dimostrazione. La (1) € un’applicazione del teorema 2.3.2 . Applicando la (2.3.3) ai
problemi primale e duale dell’enunciato si ottiene d* € J( fg(z*) — z*x) N ODf(—=z*)
da cui dx € 8]‘1"%(2’*) — {2*} e quindi x + d* € (9fi§(z*). Per la proprieta (7) delle
funzioni coniugate (proposizione 2.2.2) queste appartenenze implicano anche le altre
appartenenze della (2) e della (3). Inoltre, la (2) e la (3) insieme alla proprieta (3) delle

funzioni coniugate implicano immediatamente la (4) e la (5). O

Si noti che nel caso particolare in cui B = {(z1,a1)} allora la soluzione a (4.5.3) ¢

necessariamente z; essendo l'unico punto in cui f5(2) — zo + Dy (—2) ¢ diversa da occ.

4.7 11 bundle primale

Oltre all’aggiunta del termine di penalizzazione nel master problem (4.2.1), esiste un’altra
fondamentale differenza tra I'algoritmo del piano di taglio e la sua versione stabilizzata
analizzata in [4].

Nell’algoritmo del piano di taglio si sceglie sempre come punto da visitare nell’iterazione
successiva la soluzione del master problem. Nell’algoritmo del piano di taglio stabiliz-
zato analizzato in [4] invece si deve scegliere se continuare con centro uguale a = + d*,
dove d* ¢ soluzione di (4.2.1), oppure se proseguire con lo stesso centro. Nel primo caso
si dice che lalgoritmo fa un serious step (abbreviato SS) e nel secondo caso si dice
che l'algoritmo fa un null step (abbreviato NS). Sia successivamente ad un NS che
successivamente ad un SS il bundle B viene aggiornato aggiungendo uno z € 9f(z + d*)
ed il corrispondente «, in modo da avere un modello piu accurato di f.

Esistono diversi criteri per scegliere se fare un NS o uno S'S. In molte varianti dell’algoritmo
si faun NS se fg(Z + d*) < f(z) ma f(Z + d*) £ f(&), ovvero quando la diminuzione
effettiva di f € molto minore della diminuzione attesa perché fB non ¢ un buon modello
per f nel punto T + d*.

In una variante dell’algoritmo presentata per la prima volta in [3], si elimina almeno
teoricamente la decisione binaria tra (NS) e (SS) in direzione d*, andando a scegliere
il punto in conv {Z,Z + d*} che minimizza una certa funzione di merito.

Gli algoritmi presentati in seguito sono generalizzazioni di questa versione, e sono costru-
iti introducendo un bundle primale. Questo bundle ¢ definito come P = {(z}, f;) | 1 <
j <1} dove f(zx;) = f;. Sia ora P ={z|3f €R (2, f) € P}; come per il bundle duale

(xj, f(z;)) € P verra indicato per brevita con j € P. Si possono definire allora

i= (21, ) ERY fy = (f1,. ) €R
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L’idea & scegliere come Z; un punto che minimizza ép.(z) = f(z) — ¢p+(x) in tutto

conv 75, ovvero risolvere il problema
inf{f(z) — ¢p4(x) | x € conv P} (4.7.1)

Come visto nella sezione 4.4 sotto opportune ipotesi su D; ed f si ha che dz; ¢ una
funzione di merito; inoltre per il teorema 4.4.1 € ragionevole aspettarsi che minimizzando
approssimazioni sufficientemente buone di J; si riesca eventualmente a minimizzare f.
Avendo a disposizione i valori di f solo per i punti di P, serve risolvere il problema (4.7.1)
in forma approssimata, ovvero serve usare un modello fp dipendente dalle informazioni
contenute in P. Come sara dimostrato a breve per una scelta opportuna di fp il problema
(4.7.1) approssimato ha una soluzione in P.

Conviene innanzitutto scegliere il modello fp in modo che fp > f. Infatti, definendo

. . . .
poi I'approssimazione di d; come

Sppa(x) = fp(x) — inf{f(z + d) + Dy(d) | d € R"} = fp(z) — pp4() (4.7.2)
ne segue immediatamente che dp 5 > 05+ > d¢, e il problema associato
inf{0p.54(x) | & € conv P} (4.7.3)

fornisce un’approssimazione superiore di (4.7.1). Piu precisamente, poiché dp 5¢(x) —
55.(x) = fp(x) — f() si ha che

2(4.7.3) = 2(4.7.1) < sup {fp(z) — f(2)}

r€conv P
Un’approssimazione superiore di f su conv P particolarmente conveniente e
fp(:r) = inf Z)\]f(x]) ’ Z:L'j)\j =z, A€ A (4.7.4)
JjEP JjEP

dove A = (Aq, ..., A;). Chiaramente calcolare fp(x) in un punto ¢ equivalente a risolvere
un problema di programmaszione lineare.
Seguono alcune osservazioni prima di concludere che esiste una soluzione di (4.7.3) con-

tenuta in P. Sia g = (g1, ..., gn) € R" dove h = |B| e per ogni 1 <i < h
a; = f(T) = (z:% + 95) (4.7.5)

Il vettore g rappresenta le intersezioni tra 1’asse verticale e i piani affini che si possono

definire con gli elementi del bundle duale B. Si puo ora sfruttare la formula per il calcolo
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di ép g+ data dalla dualita di Fenchel:
Sppe(z) = inf{f5(2) — zz + fp(z) + Dy(~2) | z € R"} (4.7.6)

Usando il bundle duale centrato in 0 ed il bundle primale il problema appena visto

diventa un problema di minimizzazione in 6:
oppi(x) =inf{gT0 — OTZTaX + fp(x) + Di(=20) | 6 € Ag)}

Grazie a questa espressione si puo riscrivere (4.7.3) come un problema di minimizzazione

in # e X\ simmetrico rispetto ai due bundle a meno del termine di penalizzazione:
inf{gTG —O0TZTIN+ fIN+ Dy(—Z0) | 6 € A|B|7 AE A|p|} (477)

Trovata la soluzione (6%, \*) si puo centrare il bundle duale in ZA\* e definire z* e o* in
maniera completamente analoga a quanto fatto per il (4.5.4).

Fissato 0 (4.7.7) diventa un problema di programmazione lineare con dominio il compatto
App|, pertanto raggiunge il valore ottimo in uno dei vertici. Questo significa che il
problema di minimizzazione di 0p 5 ha come soluzione un insieme di punti che interseca

I'insieme P in almeno un punto. In altre parole, questo dimostra infine I'uguaglianza:
inf{0p 54(Z) | T € conv P} = min 0p () (4.7.8)
<<

Dal punto di vista computazionale questo implica che per risolvere (4.7.3) & sufficiente
risolvere per ognuno dei |P| vertici del bundle primale un problema di difficolta equiva-

lente al duale del problema master (e quindi al problema master stesso).

4.8 Algoritmo non monotono con funzione di merito uguale

alla funzione master

Durante I’algoritmo si assume che quando viene rimossa o aggiunta una coppia a B gli
indici degli elementi si aggiornino in modo che (z;, «;) sia 'i—esimo elemento inserito
dall’algoritmo tra quelli ancora presenti in B. Per il bundle primale invece x; sara sempre
il centro corrente, x» il punto candidato e gli indici dei rimanenti punti vengono cambiati
ad ogni iterazione in modo che per ogni j da 1 a |P| esista (z;, f;) € P.

Poiché z & soluzione di inf{f(z) | x € R"} se e solo se §;(x) = 0, e poiché dg; > d:(x)
indipendentemente da B e da t, fissato un € > 0 una scelta ragionevole per il criterio di
stop ¢

op4(z) < e (4.8.1)
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Questo ¢ un buon criterio anche per la proposizione 4.4.1, la quale assicura con qualche

ipotesi aggiuntiva su f e Dy che se 0;(%;) — 0 allora f(z;) — inf er f(2).

0. Scegliere zp € R" e 0 < t < t < oco. Porre d* = 0, P = {(xo, f(x0))},
B =1{(2,0)} con z € df(xg).

1. Prendere come centro  della nuova iterazione una soluzione del problema

(4.7.3).
2. Calcolare un d* € 9D} (—z*), x =T+ d* e uno z € Jf(x).
3. Se (4.8.1) ¢ soddisfatta ’algoritmo termina e Z ¢ la soluzione approssimata.

4. Porre By C BU{(z*,a*), (z,a)}, P+ CPU{(Z, f(Z)),(z, f(z))} e 0 <ty <t

Tornare allo step 1.

Segue qualche osservazione che motiva la ricorrenza definita con 1’algoritmo:

e Per 'equazione (4.7.8) esiste sempre una soluzione del problema (4.7.3) contenuta
in P. Questo problema ¢ non convesso, quindi a priori trovarne una soluzione puo
essere difficile da un punto di vista computazionale. In questo caso pero per i punti
contenuti in P vale dp B+(x) = 0p+(x). Di conseguenza risolvendo nel punto 1. il
problema

min{ds(z) | z € P}

si ottiene un algoritmo che rispetta lo schema.

e L’algoritmo deve garantire la monotonia di d5;. Questo comporta dei vincoli sulla

scelta di t4 e sulla definizione dei due Bundle B4 e Py nello step 4.

Un modo per garantire questa monotonia ¢ imporre che
TeP (4.8.2)
e fare in modo che 65, ¢, () < 05,4(Z), ovvero:

55,4, (2) = 0 + Dy, (2}) < 0" + Dy(=") = 0 (7) (4.8.3)

e Vengono di seguito motivate le due condizioni

(z",a") € conv By (4.8.4)
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t,<t<ft (4.8.5)

come sufficienti per fare in modo che la (4.8.3) sia rispettata. Partendo dalla
prima, in realta basta (z*,a*) € conv By. In questo modo infatti esiste 6 € RIB+!
tale che Z0 = z* e al 6 = o*, e in particolare che se si usa come bundle By allora
2(4.5.4) = 6p, ¢+, (Z) < o 4+ Dy, (2*) Sotto queste ipotesi la (4.8.3) ¢ vera se e solo
se Dy (z*) < Dj(z"). Per la proposizione 4.1 questo si verifica se D; soddisfa la

proprieta (Q2) e se vale la (4.8.5).

e Come sara dimostrato in seguito, se f € strettamente convessa la condizione
(z,a) € conv By (4.8.6)

garantisce la decrescenza stretta.

e Se f non ¢ strettamente convessa allora l'algoritmo puo non convergere anche
nel caso in cui la gestione dei due bundle rispetta le regole sopra descritte. Ad
esempio, se f(x) = cx, allora il bundle ¢ sempre uguale a B = {(c,0)} perché nello
step 4. I'unico elemento che si pud aggiungere a 5 ¢ appunto (¢, 0) essendo V f(x)
costante. Di conseguenza, dp 5+ € sempre costante e uguale a Dj(—c); pertanto
I'insieme delle soluzioni € sempre conv P. Per forzare la convergenza in questo
caso si puo imporre che a parita di dp 5, ’algoritmo selezioni un x che minimizzi
f. Anche con questo accorgimento pero si riescono a trovare degli esempi in cui

non c’e convergenza, come sara dimostrato in seguito.

e La gestione dei bundle si definisce minimale se i bundle P e B hanno ad ogni
iterazione il numero minimo di elementi che consenta di rispettare i vincoli sopra
descritti. Questo significa che ad ogni step i nuovi bundle sono dati dalle seguenti

espressioni:

By ={(z"a"),(z,a)} (4.8.7a)
Py ={(x, f(2)), (z, f(x))} (4.8.7b)

La dimostrazione di convergenza dell’algoritmo verra prima fatta per il caso di gestione

minimale, per poi discutere quali aggiunte si possano fare ai bundle senza alterare le

proprieta di convergenza trovate.

4.9 Dimostrazione di convergenza

Nel resto di questa sezione o = p(z, z, 2", a*) e ay = p(Z, x, z, ) dove p & definita dalla

formula di trasferimento (4.5.1).
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Per la (4.7.8) si trova sempre una soluzione al problema dello step 1 trai vertici z;,1 <
§ < |P|. Sevale la (4.8.7) allora per trovare il valore ottimo basta confrontare d +(Z) con
dB,(x). Usando la formulazione duale del problema master (4.5.3) si possono esprimere

queste due quantita come minimi di funzioni a variabile reale. Siano infatti

hi(0) = 60a" 4+ (1 — )+ Df (—z"0 — z(1 — §)) (4.9.1a)
ho(0) = 6o, + (1 — 0)ay + Dy (—2"0 — z(1 — 0)) (4.9.1b)

e derivando
Ri(0) = a* —a+ VD;(—2%0 — 2(1 — 0)) (2 — %) (4.9.2a)
h5(0) = af — g + VD (=20 — 2(1 — 0)) (2 — 2¥) (4.9.2b)

Allora

0B, +(T) = oren[(iﬂ] hi(0) = my (4.9.3a)
0B 1(x) = 92%1,11] ha(0) = m2 (4.9.3b)

Allo stesso tempo essendo Z una soluzione di (4.7.3) nello step 1 dell’algoritmo
0B(T) = a* + D (—2") = hi(1) (4.9.4)
Pertanto il miglioramento della funzione 3¢ ¢ almeno

08,4(%) — 0, +(T4) = max{hy(1) — my, ha(1) — ma} (4.9.5)

La tecnica per stimare queste quantita & semplicemente la seguente: h/(1) & positivo,

come sara dimostrato a breve, h ¢ differenziabile e A’ ammette un modulo di continuita

my, (dipendente da t). Poiché h & convessa il minimo & o h1(0) o & un 6 tale che ) (8) = 0.

In entrambi i casi il modulo di continuitd si puod usare per una stima inferiore su A/, la

quale serve finalmente a dimostrare che m; > g(hi(1)), con g crescente e positiva. Con

hy & tutto analogo perché h; — hy, = k costante. Ecco innanzitutto il lemma che stima un
1

modulo di continuita per h/(f), assumendo che Df(z) = $D*(2t), e usando le notazioni

introdotte nella sezione B:

Lemma 4.2. Siano 01,02 € [0,1] x [0,1]. Allora per i =1,2

llz ==l

177 (82) — hi(61)]| < mp-(tl|lz = 27|62 — 61]) (4.9.6)
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Dimostrazione. Per la (4.9.2) , per i = 1,2
|hi(02) — hi(01)| = (2 = 2")(Df (012" + (1 = 61)2) — Dj (=022" + (1 — 62)2)

da cui applicando la disuguaglianza di Cauchy Schwarz si ottiene la (4.9.6). O

Per il resto dell’alrticolo mp+ sara indicato semplicemente con m. Dato in generale un

modulo di continuita debolmente crescente p, si possono definire le due funzioni

0
Mp(H):/Op(x) dz (4.9.7a)

Qu(6) = 0p(6) — M, (6) (4.9.7b)

oltre all’inversa generalizzata di p chiamata p; ! e definita nella (B.0.3). @, & sempre non

negativa perché p & debolmente crescente. E immediato verificare le seguenti formule

per kl, kQ > 0:
o) = kip(kox) = M,(z) = Z;Mp(kg:r) (4.9.82)
Qo(x) = Z;Qp(kzrc) (4.9.8b)

Ad esempio, per quando riguarda la prima uguaglianza,

k1

0 0
/0 o(z)dx = /0 k1p(kox) da = k—QM(kQH)

Per p = m con queste funzioni si possono stimare my ed mo.

Lemma 4.3. Sia D} una funzione con le proprieta (Q*1) — (Q*3) e (P*1) . Allora per
ogni L >0 e I = [t1,t2] con 0 < t1 <t esiste m : Rsg — Rsq debolmente crescente e

tale che per ogni istanza del problema (4.9.3), se

c=|lz—2z*| €[0,L], et € [t1,t2] allora hi(1) —my > m(hy(1)) = m(h}(1)).

Dimostrazione. Usando la (4.6.1) da cui ¢ immediato verificare che h}(1) = af. Nel
resto della dimostrazione o, verra indicato con k.

Notare che essendo Dy strettamente convessa e definita su tutto R™ con insieme dei
minimi uguale a {0}, m & strettamente crescente e quindi @,, € strettamente positiva
in Rsg. Essendo h/(f) crescente, innanzitutto per il lemma 4.2 k — $m(tcd) < b (1) —
hi(1—6) <k per 0 <6 < 1. Sipossono ora distinguere due casi.

Sia ngc(0) = §m(tcd), p > 0.
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(a) nge(1) < k. Allora

1 1
hi(1) — hi(0) = /0 Ri(1 - z)dz > /0 (k —nge(x))de =
=k = mue(1)) + Qs (1) = (k= m1,e(1)) + 5 Qm(tc)

Sia A, = {(k,c,t) | $m(tc) < k,t € [t1, 2],k > p,c € [0, L]}. Essendo ng (1) = $m(tc)

continua in ¢ e in ¢, A & chiuso. Sia inoltre
c 1
ri(k,c,t) = (k— ;m(tc)) + ﬁQm(tc) = (k= nge(1)) + Qn, (1)

funzione definita sull'insieme A,. Per definizione di A, r ¢ strettamente positiva, e

chiaramente fissati ¢t e ¢ &€ anche strettamente crescente in k.

(b) : ngc(1) > k. Allora, se nyc(0) = $m(tcf) per la proprieta (4) delle inverse gener-
-1

alizzate (proposizione B.0.1) nt_cl () = tm; (%) per ogni € > 0. Sia ora mg = n; (k).

Per l'ipotesi (b), n¢.(mo) = k, quindi

mﬂ%JMmMZAM%—mA@sz@w@m

1 1 k
— L Qutemy) = 5Qum7 ()

Sia By, = {(k,c,t) | nec(1) > k,t € [t1,t2],k > p,c € [0,L]}. Essendo ny (1) = $m(tc)

continua in ¢ e in t B ¢ chiuso. Sia 7o : B — R U {occ} tale che

th
Cc

ralks ) = Qi (5)

per ¢ > 0 e ro(k,c,t) = oo per ¢ = 0. Chiaramente ry € semicontinua inferiormente,
strettamente positiva e crescente in k.

Se (K',d,t") € A,NB,, allora n;.(1) > k e da questo segue facilmente che (k' t') =
ro(k', ', t"). Ma allora r1 ed ry sono due funzioni semicontinue inferiormente definite su
chiusi e coincidono se ristrette all’intersezione, e si puo definire r : A, U B, — R U {oc}

come:

ri(k,t,c) se (k,t,c) € A

PO R R

ra(k,t,c) se (k,t,c) € By
ed 7 & semicontinua inferiormente e ben definita su tutto A, U B, = {(k,t,c) | t €
[t1,t2],k > p,c € [0, L]}, e crescente in k perché r1 ed 3 1o sono. Se m(k) = min{r(k,t,c) |t €
[t1,t2],¢ € [0,L]} per ogni k > p allora m(k) & debolmente crescente e strettamente
positiva perché per ogni punto € il minimo di una funzione strettamente positiva e semi-
continua inferiormente in un compatto.

Infine, il ragionamento vale per ogni u, quindi si puo definire m(k) su tutto 'intervallo



Metodi Bundle 33

(0, 00). O

Prima di passare al teorema di convergenza vero e proprio, € importante fare qualche
osservazione sulla soluzione del problema (4.7.3) nel caso in cui i bundle siano minimali.
Come gia visto uno dei due vertici fa sempre parte dell’insieme delle soluzioni; piu pre-
cisamente, poiché dp 5, ¢ concava in conv P per questi particolari bundle, per il lemma
A.2.5 linsieme delle soluzioni o & tutto conv {Z,x}, oppure & costituito esattamente
da uno dei due vertici {Z,z}. Ecco infine un lemma tecnico che sara di fondamentale

importanza per studiare il caso in cui la successione definita dall’algoritmo ¢ convergente:

Lemma 4.4. Si assuma che f sia strettamente convessa e definita su tutto R™, che
{#f Vien e {d} }ien siano limitate, che esistalim; o T; = y e che lim; o o = lim 0 o

0. Allora anche lim;_,o d; = 0.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita si assumono di seguito proprieta valide a
meno di sottosuccessioni. Sia d il limite di {d}}ien, 2 il limite di {2]};en. Per la
semicontinuita superiore del sottodifferenziale z € df(y), quindi f(y+d) — f(y) —zd > 0
per la convessita stretta di f. D’altra parte invece per ogni i vale f(z; +d}) — 2d} +

al — f(Z;) = 0 e passando al limite si ottiene 1'assurdo. O

Teorema 4.9.1. Se f: R"™ — R é strettamente convessa e Lipschitziana, dom f = R,
se la gestione dei bundle é minimale e t € [t1,t2] con 0 < t1 < ta, allora

lim ép,+,(Z;) =00 lim f(Z;) = —o0 (4.9.9)

1—00 i—00

Dimostrazione. Per prima cosa si puo dimostrare la limitatezza delle successioni {d; };en
e {2z} }ien generate dall’algoritmo. Poiché per monotonia {5 +(Z;)}ien € limitata e per
la (4.5.5) vale 05+(Z) = a* + D¢(—z*), allora anche {z }ien e {a }ien sono limitate. Per
la (4.6.1) vale 0p4(Z) = o — 2*d* — Dy(d*) da cui % < k costante. Quindi per la
(P3) D¢(d*) ¢ limitato e allora per la stretta convessita di Dy anche {d}};en ¢ limitata.
Poi usando il lemma 4.3 si puo dimostrare che
lim a;km- =0 (4.9.10)
1—00
Infatti, per la lipschitzianita di f tutti i sottogradienti hanno norma minore o uguale di
%, pertanto il lemma si pud applicare ottenendo l’esistenza di una funzione m tale che

hi(1) — my > m(h}(1)) = m(ak). Ne segue che

0t B, (T4) — 6:,8(T) > 045, (%) — 6,58(T) > m(ay) (4.9.11)
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Ora, siccome dg; > 0 ad ogni step e m & crescente e positiva, si ottiene la (4.9.10).
A questo punto si puo dimostrare che vale anche
lim aj =0 (4.9.12)
1—00
Infatti 6;, 5, (T4) — 0¢,8(T) > 0r,8(x) — 0¢,8(T) > ha(1) — hi(1) = o — o*. Ma allora se
frequentemente a* > ¢ > 0 per la (4.9.10) si avrebbe 63, +,(Z;) — —oo, assurdo.
Sia A\; € [0,1] tale che all’i + 1 — esimo step viene selezionato Z; + A\;d} come centro. Si

possono dunque distinguere due casi, corrispondenti ai due esiti previsti dall’enunciato:
(a) Vale

o
> lIndy ]| = o0 (4.9.13)
i=1
Questa ipotesi implica che > 77, A; = 0o perché {d}};cn ¢ limitata. Si assuma ora che
esista ¢ > 0 tale che 0p, +,(Z;) > € per ogni i. Per finire questo caso basta dimostrare

che sotto questa ipotesi f(Z;) — —oo.

Per la (4.9.10) fissato ¢* < 1 definitivamente o < ¢*d5+. Valgono le disuguaglianze

f(@) = f(@) = f(7) = f5-(T+ d°) = (f(2) = fp- (T + ")) = (1 = ")0p4(T) = (1 = ")

(4.9.14)
e infine poiché f(z) — fp((1 — X\)T + Az) = A(f(Z) — f(x)) vale
f(@) = f(@4) = fr((1 = N7+ Ar) > M1 = ¢T)e
e questo risolve il caso (a).
(b) Vale
D Indi|| < oo (4.9.15)
i=1

In questo caso data una sottosuccessione convergente di {Z;};cn per la (4.9.10) e per la
(4.9.12) si hanno tutte le ipotesi per applicare il lemma 4.4.
Trovata {d;f(i)}z-eN convergente a 0 allora per la (4.9.10) e per la lipschitzianita (anche
solo locale) di f & immediato concludere
lim 0,4, (Zi) = o — djz; — Dy (dj) =0 O
1—00
Il teorema appena dimostrato non € molto interessante dal punto di vista applicativo,
perché le funzioni provenienti dalle applicazioni non sono quasi mai strettamente con-
vesse. Inoltre la dimostrazione data non fornisce un modo semplice di stimare la velocita
di convergenza.
Rimane da discutere la gestione dei Bundle. Si noti come la gestione mimimale nella

dimostrazione precedente venga usata solo per garantire la monotonia di ds; e per la
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(4.9.14). Visto che é5; ¢ monotona decrescente in B a maggior ragione la dimostrazione
rimane valida se B, contiene il bundle minimale {(z*, a*), (z, @)}.
Per quanto riguarda la gestione del bundle primale serve piu di attenzione. Vale la

seguente proposizione:

Proposizione 4.9.2. Con le notazion: introdotte in precedenza, si assuma che valgano
le ipotesi del teorema 4.9.1 con l'unica differenza che i bundle non sono gestiti in maniera
minimale. Se ad ogni step il bundle primale oltre al bundle primale minimale contiene

solo punti nell’inviluppo convesso dei centri gia visitati, si verifica ancora la (4.9.9).

Dimostrazione. Se nella gestione del bundle primale sono rispettate le ipotesi di questa
proposizione valgono ancora la (4.9.12) e la (4.9.10). La dimostrazione del caso in cui
esista una sottosuccessione di {Z;};en convergente allora & completamente analoga al
punto (b) del teorema 4.9.1. Se non ci sono sottosuccessioni convergenti (ovvero {Z; }ien
diverge) e per assurdo dp+(Z) > € definitivamente, allora come nel punto (a) del teorema
4.9.1 si ha definitivamente

f(z) = f(z) > (4.9.16)

| ™

Sia m il massimo indice per cui non vale la (4.9.16), sia C' = conv {Z; | 0 < i < m}, esia
M = max,cc f(z). Siainoltre N = sup;cy ||df|| < +00. Si dimostrera ora per induzione

che per ogni 7 € N>( vale
€ Lo

Chiaramente questa equazione ¢ vera per ogni £ € C' e in particolare per Z,,, e questo
dimostra il passo base.

Passo induttivo: per i nuovi punti tentativo vale dist(z,C) < dist(z,C) + ||d*|| <
dist(z,C) + N e f(x) < f(z) — 5. Queste due relazioni e Iipotesi induttiva su =
implicano la (4.9.17) per il punto tentativo. Infine, Z; appartiene all’inviluppo convesso
dell’insieme formato dai centri gia visitati unito al nuovo punto tentativo; ma la funzione
r = f(x) + 5ydist(xz,C) ¢ convessa, quindi i suoi sottolivelli sono convessi, e questo
completa I’'induzione.

Dato che la (4.9.17) vale per tutti i punti della successione {Z; };en, € questa successione

diverge, f(z;) — —oo. O

Se f & * - compatta il teorema appena dimostrato garantisce la convergenza a inf cgn f ().

*

Corollario 4.9.3. Se in aggiunta alle ipotesi del teorema 4.9.1 la funzione f & *- com-

patta allora

lim f(z;) = inf f(x)

1—00 z€R™
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Dimostrazione. La tesi ¢ banalmente verificata se lim;_,oo f(z;) = —00.
Se lim;_,o0 95, +,(Z;) = 0 allora si puod applicare il teorema 4.4.7, e in particolare lim;_ . f(Z;) =
infyemn f(x). O

Esempio 4.9.1. Siano k,h > 0 e sia f(x,y) = —kx + h|y|, per ogni (x,y) € R?, e
sia Dy(d) = L||d||* per ogni t,d. E facile verificare che Dy(d) soddisfa (Q1) — (Q3) e
(P1), (P3) per ogni t; si assuma inoltre t; = 1 per ogni i, in modo che Dy, (d) = D1(d) =

Di(d) = 1||d||* per ogni i. Il sottodifferenziale di f ¢ dato dalla sequente espressione:

{(_ka h)}v sey >0
of (x,y) = { {(~k,—h)}, sey <0
conv{(—k,—h),(=k,h)} sey=0

Innanzitutto si osservi che siccome Dy(d*) = 3||d||? allora

1
2 € ODI(d) = 2 = V5 |ld|P = d* (4.9.18)

Si assuma infine o = (0,0) , z5 = (—k, %), aj(zog) =€o, con 0 < e < %2. Come prima
conseguenza, T9 = To+dy = (k,—%) e zo = (—k, —h). Si puo ora dimostrare la sequente

proposizione:

Proposizione 4.9.4. Se in aggiunta alle ipotesi appena descritte i bundle vengono

gestiti in maniera minimale, per ogni i T; = To = (0,0).

Dimostrazione. Si puo procedere per induzione dimostrando che per ogni ¢ valgono le

seguenti proprieta:

(1) z; = (0,0)

(2) 27 = (—k,(=1)'ch), con 0 < c < %

(3) af(zg) =€; con 0 < g5 < €gj—1

(4) Ti = (k’ (_1)i+10h)7 Zi = (—k, (_1)i+1h>

Innanzitutto, la proprieta (4) & una conseguenza delle prime (3) per la (4.9.18), e per
1 = 0 tutte le proprieta sono verificate.
i = 1 + 1: Chiaramente se un’iterazione verifica le proprieta (1) — (4) allora per la (4)

innanzitutto a = a,, = 0. Inoltre o = f(z) — (—e+z-2*) =+ h%(c+ %) >e=a*
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. . .
Quindi, se a; = a* e g = a;,

1 (6) = B + 510(~=") + (1 — 0)(~2)

1 (4.9.19)
ha(0) = baz + S [10(=2") + (1 - 6)(=2)|?
da cui
hl(l) — hz(l) = hll — h/2 =a; —ay <0 (4920)
Per j = 1,2 il 6; che minimizza h; ¢ dato da
—a; +h?(1+¢)
0; = —2 4.9.21
J h2(1 + ¢)? ( )
Quindi 6y = %ﬁ per cui 0 < 6y < 1 perché per ipotesi 0 < ¢ < %, ee < %2. E

facile allora integrando la (4.9.20) da 1 a 09 verificare che mg > m, e che quindi 4 = Z;
in particolare, questo completa 'induzione per quanto riguarda la (1)).
Dalla (4.9.21) segue anche

1 1 1
0<— <bh <——<1 4.9.22
et 1?2 Ter1 - ST ( )

ed essendo o} = fha1 < a1 = € questo conclude I'induzione anche per quanto riguarda
la proprieta (3).
Inoltre

2 = 012"+ (1 —01)z = (—k, (=1)'h((c + 1)8; — 1))

e per la disuguaglianza (4.9.22) appena vista 2% = (—k, (—1)""lch), con 0 < ¢; < %, e

questo conclude 'induzione anche sulla proprieta (2). O

4.10 Algoritmo bundle non monotono con funzione di mer-

ito generica

Come visto nella sezione precedente, 'algoritmo che usa d5; come funzione di merito
talvolta non converge perché in alcuni casi, come in quello della funzione lineare o
dell’esempio 4.9.1, f(z) < f(Z) ma dp(x) ~ dp+(Z), e I'algoritmo puo quindi trascurare
un miglioramento ”significativo” su f per avere un miglioramento poco significativo su
dpt. Come sara dimostrato in questa sezione, se la funzione di merito & (g; (vedere
(4.4.5)) T'algoritmo converge sotto ipotesi meno restrittive. In particolare, converge

anche per funzioni non strettamente convesse e per qualsiasi gestione del bundle primale.
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Definita ’approssimazione superiore di (5 come

Cp5i(Z) = 2fp () — ¢5,4(%) = fp(x) + 05.4(Z) (4.10.1)

L’algoritmo & completamente analogo a quello definito nella sezione precedente, a meno
della funzione di merito (5.
In questa sezione la funzione di merito € generica nel senso che tutte le dimostrazioni

valgono anche per funzioni di merito del tipo
(8.4(2) = 05.4(2) + Af(T)

con A € (0,400).
Di seguito B* indichera il bundle banale {(z*, a*)}.

0. Scegliere Zp € R" e 0 < t < t < oo. Porre d* = 0, B = (z{,af), P =

{(zo, f(Z0))}-

1. Trovare il centro Z soluzione del problema:

min{¢p 5,(Z)|Z € conv P}
2. Risolvere (4.5.4) per un bundle duale B’ O B trovando la soluzione §*. Calco-
lare z* e un d* € 0D} (—2*), x =T+ d* e z € Of (x).

3. Scegliere B, contenente {(z*, a*), (2, @)}, P4+ contenente {(z, f(z)), (z, f(x))},
e 0 <ty <t. Tornare allo step 1.

Un’ altra variante ¢ il fatto che il problema (4.5.4) viene risolto rispetto ad un bundle
ausiliario B’ invece che rispetto al bundle B, in modo riuscire a trovare una soluzione
che approssimi meglio §;(z). Notare che il problema dello step 1. € non convesso, quindi
computazionalmente difficile: & ragionevole allora usare un bundle pit grande per il
problema dello step 2., che e piu facile. E possibile applicare questa variante anche al
primo algoritmo senza avere cambiamenti nella dimostrazione di convergenza.

La gestione dei bundle minimale & quella dove tutte le inclusioni descritte dall’algoritmo
diventano uguaglianze. Come anticipato, si noti che P4 puo contenere punti anche fuori
dall’inviluppo convesso dei centri gia visitati

Sia ora A¢ = (p4+(T) — (B, ¢, (T4). Poiché B’ = B se la gestione dei bundle ¢ minimale e

B¢ ¢ monotona in t , in seguito si usera che Ay > (g ¢(Z) — (g, +(Z1). La tecnica usata
; ¢ ) 4+t \ b+
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sara la seguente: dimostrare che A¢ > n(05,4(7)) con 7 : Ryg — R non decrescente, e
che quindi o (g+ (e di conseguenza (;) tende a —oo 0 dp; (e di conseguenza d;) converge
a 0.

Con questa tecnica si riesce a limitare dal basso ad ogni step la diminuzione della funzione
di merito. Pertanto si presta piu facilmente a stime sull’efficienza dell’algoritmo rispetto
alla tecnica usata nella sezione precedente, che dimostrava solo d5; < ¢ definitivamente,
senza fornire un modo evidente di stimare la velocita di diminuzione della funzione di

merito.

Teorema 4.10.1. Se f : R™ — R ¢é Lipschitziana, dom f =R, se la gestione dei bundle
& minimale e t € [t1,t3] con 0 < t; < t, allora
lim 0p, +,(Z;) =00 lim (g, (Z;) = —00
1— 00

1—00

Dimostrazione. (5(Z) — (B, 1(T4+) = 05,4(T) — 05, (Z4). Vale anche in questo caso la
(4.9.11), quindi
A > m(ay) (4.10.2)

Fissato 0 < ¢* < %, si possono distinguere due casi:
(a): af > c*6p(x). Allora per la (4.10.2) si ha che

Ac > m(c*0p(T)) (4.10.3)
(b): af < c*op+(T). In questo caso si puo dimostrare che
i) — Cpra(a) = Cpr (@) — (e i) = (1 = 2¢7)0p,4(7) (4.10.4)

Questo perché

e vale anche
5B,t(f) - 53/7t($) > hl(l) — hg(l) =ao" -«

da cui la (4.10.4) segue sommando.

Per concludere, unendo i risultati del caso (a) e del caso () si ha

Ac > min{(1 — 2¢")054(%), m(c*0p4(2))} = (05.4(%)) (4.10.5)
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e siccome 7 € una funzione crescente e strettamente positiva su R+, questo dimostra la

tesi. O

Se f & *-compatta, vale un risultato analogo al corollario 4.9.3.

Corollario 4.10.2. Se in aggiunta alle ipotesi del teorema 4.10.1 la funzione f & *-

compatta allora

ll)m CBi,ti (‘%Z) = inf f(x)

IGR"
Dimostrazione. Selim; o (B, +,(Z;) = —oo allora poiché dp, +,(Z;) € limitata e (g, +,(Z;) =
f(Zi) + 0B, +,(Z;) vale anche lim;_,o f(2;) = —00 = infyern f().

Se lim;_,o0 03, 1, (Zi) = 0 allora per il teorema 4.4.7 lim;_,o f(2;) = infyzern f(2), e quindi

In questo caso e facile generalizzare il corollario appena enunciato per funzioni convesse
vincolate ad un poliedro X. Sia fx tale che fx(z) = f(x) + 1x, dove 1x ¢ la funzione
indicatrice di X uguale a 0 in X e a co nel resto di R”. Sia ora

X ={z eR"|v; > giz ,i € V}. Allora problemi master duale e primale diventano

¢B+(z) =inf{v + Dy(d) | v>2zd— ;i € B,0> gid—7; i € V}, (4.10.6a)
Apy(2) =inf{D;(> 2z + Y gim) + > il + Y Fipi |0 € Ag,pp >0}, (4.10.6b)

i€eB % ieB %

dove 4; = —g;x + ;. Sia (0%, u*) soluzione del problema (4.10.6).

L’algoritmo risolve tutti i problemi ristretti ad X, o in altre parole mantiene sempre i
vincoli 0 > g;d — 7;. Questo & necessario per fare in modo che valga sempre PcXein
particolare che per tutti i punti del bundle primale esista un sottogradiente.

Siano ¥* = >,y Vili, € § = Y ey gipty - Allora poiché g € 05+1(Z), e 2* € 0u+ f(Z), se
Z¥=2"+gea" =a"+~"sihache 2 € 05+(f + 1)(Z) = Oa~ fx(Z). Si possono quindi
ancora aggregare gli elementi del Bundle duale, inserendo nel nuovo Bundle ’elemento

(z*,@*). Questa osservazione & fondamentale per il seguente corollario:

Corollario 4.10.3. Se f rispetta le ipotesi del corollario 4.10.2, allora tale corollario

vale anche per fx.

Dimostrazione. La soluzione del problema risolto nello step 1 dell’algoritmo sta in conv P
e in particolare in X. Nello step 2 i vincoli del poliedro vengono lasciati nel problema
master quando si calcola il punto tentativo; di conseguenza, anche il punto tentativo
sta in X. Dopo aver calcolato il punto tentativo si possono come osservato aggregare

tutte le condizioni del master primale (vincoli compresi) nell’elemento (z*,a*). Allora
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Da questo punto in poi 'analisi ¢ completamente analoga a quella fatta nel caso non

vincolato. 0



5. Conclusioni

5.1 Cenni su stime di efficienza

Si cerca in questa sezione di generalizzare i risultati di [3] per P’algoritmo esposto nella
sezione 4.10. La maggior difficolta sta nel fatto che nella stima (4.10.5) della diminuzione
di (Bt

A¢ > min{(1 — 2c")op(Z), m(c*0p(T))}

la funzione m non ¢ convessa, quindi non si puo linearizzare.

La stima di efficienza dipende dal diametro R del dominio nel quale avvengono le iter-
azioni (che puo essere ad esempio il diametro di un insieme di livello visto che {f(Z;) }ien
¢ limitata), dalla costante L di Lipschitz della funzione f, dalla funzione di penalizzazione
D e dalla precisione €* richiesta.

Notare che se f* = inf,ecg f(x) allora per richiedere precisione £* si intende fermare

I’algoritmo quando
Aff=f@) - fr<e (5.1.1)

Serve quindi calcolare un €(¢*, D, t, R) tale che se il criterio di stop dell’algoritmo
ot <e(e",D,t, R) (5.1.2)

¢ soddisfatto, allora vale la (5.1.1).

Per fare questo si puo definire la funzione Op : R>¢ X R>o — R tale che

Op(\ f)= inf Ay — D(d 5.1.3
p(\, f) deégo(f)yzl[g’)” fy— D(dy) (5.1.3)

Vale la seguente proposizione:

Proposizione 5.1.1. (a) Op(\, f) é strettamente crescente in A per f # 0.

(b) Se D soddisfa (P1) e (Q1) allora Op(A, f) é non negativa con Op (A, f) = 0 solo
se A\f =0.

(¢) Se k> 1 allora Op(%, fk) < Op(X, f).
42
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Dimostrazione. Si tratta di una facile verifica. Segue ad esempio la dimostrazione del
punto (¢). Notando che D;(dy) ¢ strettamente crescente in y per ogni d # 0, si ha che
se k > 1 allora

A
Alldlly — De(dy) = Alldlly — De(dky) = +dky — Di(dky)

e applicando infgepp, () SUPyepo,1) SU entrambi i lati della disuguaglianza segue (c). O

Se D soddisfa (P3) allora per f abbastanza grande Op(-, f) coincide con la piu semplice
np : R>p — R>o U {00} tale che

A\) = inf \y — D(d 5.1.4
np(A) deégo(l)yzﬁzo Y (dy) (5.1.4)

Vale la seguente proposizione:
Proposizione 5.1.2. (a) np ¢é debolmente crescente.
(b) Se D soddisfa (P1) e (Q1), allora np(0) =0, np(X) > 0 per ogni X > 0.
(¢) Se D, soddisfa (Q2) per ognit >0 si hanp, = tnp(tA).
(d) Se oltre alle proprieta del punto (a) D soddisfa anche (P3), allora np é finita

ovunque, strettamente crescente e continua.

Anche in questo caso la dimostrazione & una semplice verifica.
Sia x* tale che f(z*) = f*. Si consideri 'approssimazione superiore di f definita su
conv {z*,Z;} come f((1—N)Z; + Ax*) = (1 = \)f(z;) + Af(z*) = f(Z:) — AAfF. Allora

0B(zi) = f(xs) — inf (fp(ZTi +d) + D(d)) =

deRn
= sup f(%;) — f(%i +d) — Di(d) > sup  f(z;) — f(Zi +d) — Dy(d) =
deRn deéconv {z*,z;}
= sup f(Z) = f((1 = N)&; + A\e*) = Dy(A(&* — 2;)) = sup AAS — Dy(N(a™ — ;)
AE[0,1] A€[0,1]
ma
sup MNASf — Dy(A(z* — z;)) > inf sup Aljz* — xl\i — Di(\d) =
A€[0,1] ’ ! '  d€dBo([lz*~zill) xe[0,1] Ml — i '
AfF _ AfF
=0Op (Z, [|l* —Ilfz||> > Op ( : ,R>
o —ad! R

dove 'ultima disuguaglianza ¢ vera per il punto (¢) della 5.1.1. Ne segue che se dg; €

minore o uguale di ODt(%, R) per la stretta crescenza nel primo argomento di Op si ha
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Aff <e*, o in altre parole e(¢*, D, t, R) = Op,(%, R).

R ¢ generalmente molto grande rispetto a %, e se

) D(d)
I(R) = f 5.1.5
(F) deggo(R) Re* ( )
e vale (P3) allora ODt(%,R) = nDt(%) = %np(—tsR*) per ogni
t <Il(R) (5.1.6)

Nel resto della sezione si assumera t; = ¢ costante per ogni ¢, e per semplicita di notazione

¢ indichera e(e*, D, t, R). Sia ora E : R>g — R>( tale che

Ey(y) = sup Dj(d)

I=l=y
Valgono le ovvie stime
Afs < LR (5.1.7a)
0By.t(Zo) < Ey(L) (5.1.7b)

Sia ¢* literazione finale dell’algoritmo. Per tutte le iterazioni ¢ prima di i* si avra
Aff>0edp,+ > ¢, dacuise

CBot —CBit > LR+ Ey(L) —¢ (5.1.8)

allora i = i* e l'algoritmo termina. Come gia osservato in [3], poiché (g diminuisce di
una funzione crescente in dp; il caso peggiore ¢ quello in cui prima decresce la compo-
nente dp ¢ e poi decresce la componente f, il tutto pilt lentamente possibile.

Come gia accennato a questo punto il problema e che m non si puo linearizzare, quindi ci
si deve accontentare della stima ovvia m(c*dg;) > m(c*e). Nella prima fase, la decrescita

m(c*e)
2c*

geometrica data da dp, = (1 — 2c*)dp € piu lenta solo se 5 < . Ricordando che
nel lemma 4.3 m ¢ definita come inf di funzioni continue che si possono scrivere esplici-
tamente in funzione del modulo di continuita mp«, per la formula appena vista sembra
sensato assumere che le iterazioni con decrescita geometrica siano solo un O(1).

In tutto il resto della prima fase dp+ decresce di almeno m(c*e), quindi la complessita

By (L)
m(c*e) )

di questa fase & O(
Nella seconda fase f decresce ad ogni step di almeno min{(1 — 2¢*)e, m(c*e)}, quindi la

complessita e O(LR((l—;c*)a + )

m(c*e)

Per finire allora la complessita totale ¢

¢ (gzifg) T ((1 —120*)5 + m(i*@)) (5.1.9)
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Se la successione dei ¢; ¢ decrescente e contenuta in un intervallo [t1,t2], allora si puo
usare la monotonia in ¢ di np, e di dgp; per concludere che in questo caso la convergenza
¢ sicuramente pit veloce di quello in cui ¢; = t; per ogni 3.

Nel caso in cuil

1
Dy = —|d|?
= ol
allora 52 )
_ tA

Si assuma che valga la (5.1.6), ovvero ¢t < %2. La (5.1.9) ignorando le costanti diventa

(i)

Questa stima ¢ minima quando ¢ & uguale al massimo possibile 12%7:7 nel qual caso diventa

(& + &)

Nella stima fatta in [3] per lo stesso algoritmo il primo addendo %I;Lj, che corrisponde
alla fase in cui si diminuisce 5 ¢, non compare. Questo perché nel caso particolare di
1 —

Dy(d) = 5||d||* si pud sfruttare la convessitd di m e sostituire la stima m(c*dp;) >

m(c*e) qui usata con la piu stretta m(c*dp) > %m(c*a).

5.2 Possibili sviluppi

Sembra difficile riuscire a capire per quali funzioni di penalizzazione la stima di efficienza
(5.1.9) per l'algoritmo della sezione 4.10 venga ottimizzata. Anche assumendo di rius-
cire a ottimizzare la stima, in generale fissata una specifica funzione di penalizzazione
si riescono a dare stime migliori sfruttando la proprieta della particolare funzione di
penalizzazione, come viene fatto in [3] per funzioni quadratiche. Resta dunque aperto il
problema di capire quali scelte del termine di penalizzazione ottimizzano la convergenza.
Puo essere interessante anche studiare meglio la gestione dei bundle primale e duale: in
teoria sia nel primo che nel secondo algoritmo questi possono avere molti elementi, pero
mancano considerazioni su come si possa velocizzare la convergenza rispetto al caso della
gestione minimale.

L’algoritmo presentato nella sezione 4.8 richiede che f sia strettamente convessa, ipotesi
che lo rende irrilevante per molte applicazioni. Resta anche da capire se sia possibile
quantificare la relazione tra stretta convessita e velocita di convergenza dell’algoritmo.

Infine, con algoritmi proximal basati su N.S e SS in [4] si arriva a risultati di convergenza

molto piu forti. Non & chiaro né se le ipotesi qui utilizzate possono essere rimpiazzate da
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ipotesi significativamente piu deboli, né quali siano ipotesi aggiuntive per ottenere risul-
tati piu forti. Un esempio interessante in questo senso ¢ 'ipotesi di lipschitzianita usata
nel teorema di convergenza 4.9.1, per la quale ’autore non ha trovato un controesempio

che ne dimostri la necessita.



A. Nozioni preliminari

Vengono qui richiamati brevemente alcune definizioni e risultati di base dell’analisi con-
vessa. Viene trattato solo il caso di funzioni convesse definite su R™, I'unico diret-
tamente rilevante per gli algoritmi presentati. Per completezza sono riportate alcune
dimostrazioni, utili anche ad illustrare i metodi di dimostrazione elementari usati nel
resto dell’elaborato. Trattandosi di teoremi ben noti, nelle dimostrazioni talvolta viene
tralasciata qualche semplice verifica.

Per approfondimenti e generalizzazioni dei risultati proposti, il lettore interessato puo
consultare [8] e [9].

Per quanto riguarda la notazione, verra indicata con Bjs(x) la palla di centro = e raggio
9, con R- l'insieme dei reali positivi strettamente maggiori di 0, e con R> I'insieme

Reo U {O}

A.1 Teoremi di separazione

I teoremi di separazione formalizzano 'intuizione geometrica che due insiemi convessi
disgiunti possono essere separati da un piano. Questi teoremi sono alla base di molti
risultati di analisi convessa, e nell’ottimizzazione convessa sono usati per definire alcuni
problemi duali. Qui saranno usati per dimostrare I'esistenza di un sottogradiente per
funzioni convesse e per motivare 1’algoritmo del piano di taglio.

Vengono innanzitutto ricordate alcune definizioni di base dell’analisi convessa:

Definizione A.1.1. Un sottoinsieme C di R™ ¢

e affine se

Ax+ (1 =Ny € R" per ogni z,y € C e A€ R
® convesso se

Ax+ (1 — XNy e€R"” perogni z,y € C e A€ [0,1]

47
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® UN Cono se

Ar €R perogni t € C e A € Ryg

Dati due insiemi C' e D si definisce C' — D come l'insieme {z —y : x € C,y € D}. Si
assuma ora che C' e D siano convessi. E facile verificare che C' 4+ D & convesso; inoltre,
se D e convesso allora —D & convesso, e quindi anche C — D & convesso. Osservazioni

completamente analoghe si possono fare per C' e D affini.

Definizione A.1.2. Se C ¢ un sottoinsieme non vuoto di R?, si definiscono aff C,
conv C' e cone C' come lintersezione di tutti gli insiemi affini, degli insiemi convessi o

dei coni rispettivamente contenenti C'.

Proposizione A.1.1. Valgono le sequenti uguaglianze:

aff C={> Aizi :neNNeRz€C Y N=1}
=1 =1

conv C' = {Z)\Za:z :neN N eRsp,2; € C’Z)‘i =1}
i=1 i=1

cone C'={\x: X\ € Ryg,z € C}

Definizione A.1.3. La parte interna relativa ri C' di C' é il sottoinsieme dei punti x di
C per i quali esiste un intorno aperto U tale che U Naff C' C C. La frontiera relativa é
rbd C' = C\ri C

Parti interne (eventualmente relative) e chiusure di coni e insiemi convessi sono a loro
volta coni o insiemi convessi rispettivamente.

Definizione A.1.4. Un semispazio A di R? & un insieme della forma

A={zeR%:z-2>c} per qualche z € R*\ {0} e c € R. (A.1.1)

Il primo teorema di separazione (da [8, Teorema 1.2.2]) tratta il caso di insiemi convessi

con chiusure disgiunte.

Teorema A.1.2. (Separazione forte)

Siano C e D sottoinsiemi convessi non vuoti di RE. Allora esiste z € R® tale che

infx-2>supy-z (A.1.2)
SCEC yeD

se e solo se0 ¢ cl C— D.
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Dimostrazione. 11 solo se e evidente. Per l'altra freccia, poiche C'— D & chiuso esiste un
unico z € C' — D di norma minima, e questo z € unico per la stretta convessita della
norma. Dato un qualsiasi d in C — D, sia f : R — R definita nel seguente modo per
ogni A € R:

FO) =M+ (1= N)z|? (A.1.3)

Poiché f & un polinomio di secondo grado con minimo in 0 se ristretta a [0, 1], f/(0) > 0.
Ma la (A.1.3) implica che

F'A)=2(d—2) - (Md+ (1 —XN)z2)

e quindi f/(0) > 0 se e solo se z - d > [|z]|* > 0 per ogni d in C — D, da cui segue la
(A.1.2). 0

Osservazione. 1l teorema appena dimostrato implica ’esistenza di un semispazio conte-
nente C e disgiunto da D: nella (A.1.4) basta considerare lo z della (A.1.3) e un qualsiasi

c compreso tra inf x-z e supy - 2.
zeC yeD

Corollario A.1.3. Ogni sottoinsieme C' convesso e chiuso di R™ & uguale all’intersezione

di tutti 1 semispazi che lo contengono.

Dimostrazione. Per definizione tale intersezione contiene C'. Inoltre, dato un generico
punto z in R", la differenza C' — {z} soddisfa le ipotesi del teorema A.1.2, quindi esiste

un semipiano che contiene C' ma non {z}, da cui la tesi. O

Per trattare il caso in cui le parti interne dei domini di C' e D non si intersecano, proce-
dendo come in [8, Teorema 1.2.9] verranno usati i seguenti lemmi, i quali dimostrano

che se un cono non ¢ tutto R™ allora € contenuto in un semispazio.

Lemma A.1. Sia C' un sottoinsieme convesso di R"™, p e q due punti in ri C e cl C

rispettivamente. Allora Ag+ (1 — A)p € ri C per X € (0,1].

Dimostrazione. A meno di isomorfismi tra R™ e il sottospazio di dimensione m di R™
aff C' si puo supporre p € int C. Sia ¢ tale che B.(p) C C, ¢ = ¢+ u € C. Allora fissato
A € (0,1], per ogni r € B.(0)

Mag+p)+(A=XNp+r)eC

o in altri termini B (A(g + p) + (1 — N)p) C C dove &' = (1 — Ne.

In particolare per ||u| < @5 si ha che

Ag+(1=Ap€ Ba(Mg+p)+(L=Np) CC
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da cul la tesi. O

Lemma A.2. Sia C un cono convesso non vuoto di R™ tale che 0 ¢ int C'. Allora esiste
z € R” tale che

grelgz-x:O (A.14)
Dimostrazione. Se aff C' = R™ allora basta considerare un qualsiasi z ortogonale ad
aff C. Altrimenti esiste p € int C, e per il lemma A.1 —p ¢ cl C. Quindi per il teorema
di separazione forte esiste z tale che z - (—p) < z -z per ogni z in C, e in particolare

essendo C' un cono deve valere la (A.1.4). O]

Teorema A.1.4. (separazione debole)

Siano C, D sottoinsiemi non vuoti e convessi di R™. Allora esiste z in R tale che

infxz-z>supy-z (A.1.5)
zeC yED

se e solo se 0 ¢ int C' — D.

Dimostrazione. 11 solo se ¢ chiaro. Per l'altra implicazione, innanzitutto considerato
cone C'— D si ha 0 ¢ int(cone C' — D) perché 0 ¢ int C' — D. Ma per il lemma A.2 esiste
allora uno z che soddisfa la (A.1.4) per il cono C' — D e di conseguenza la (A.1.5) per i
coni C' e D. O

Corollario A.1.5. Dato un sottoinsieme convesso C' di R™ per ogni punto xy in C\int C

esiste z € R™ tale che il semispazio di equazione x - z > xq - z contiene C.

Dimostrazione. C — g soddisfa le ipotesi del teorema A.1.4, che quindi si puo applicare

agli insiemi convessi C' e xg. O

Nella situazione appena presentata nel corollario si dice che z supporta C' in xy.

Il teorema di separazione debole fornisce un risultato banale nel caso in cui esista un
iperpiano contenente sia C che D, perché in questo caso tale iperpiano € separante
secondo la (A.1.4), poiché vale l'uguaglianza. Il terzo teorema di separazione (da [8,
Teorema 1.2.14]) garantisce invece l’esistenza di un iperpiano contenente punti di C' o

D al suo interno nel caso in cui le parti interne relative di D e di C non si intersechino:

Teorema A.1.6. (separazione propria)

Siano C, D sottoinsiemi non vuoti e convessi di R™. Allora esiste z in R tale che

infx-z>supy-z supz -z > inf y -z (A.1.6)
zeC yeD zeC yeD
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se e solo se 0 ¢ 11 C — D.

Dimostrazione. Sia R = M + M=+, con M = aff C — D e M sottospazio di R"
perpendicolare a M.

Se 0 € ri C — D, si assuma per assurdo che esista z tale da soddisfare la (A.1.6). Sia
z = v +wvy con vy €Mewvy € ML, Considerando la (A.1.6) solo per lo spazio
M, si ottiene che v; deve in particolare soddisfare 1’equazione (A.1.5) del teorema di
separazione debole, quindi v; = 0. Ma in questo caso la seconda delle equazioni (A.1.6)
non puo essere soddisfatta da z, assurdo.

Se 0 ¢ ri C — D, sia v; € M/{0} tale da soddisfare '’equazione (A.1.5) di separazione
debole ristretta al sottospazio M. Per definizione di M esiste x € C'—D non appartenente

al sottospazio perpendicolare a v, ovvero tale che z - v # 0. Allora v; soddisfa le

equazioni (A.1.6). O

A.2 Funzioni convesse e sottodifferenziale

Viene ora data la definizione di funzioni convesse nella sua versione pitt moderna, secondo

la quale una funzione convessa ¢ sempre definita su tutto R™ ed ha valori in R U {oo}.

Definizione A.2.1. Una funzione f : R™ — R U {oo} viene chiamata convessa se

fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y) (A.2.1)

per ogni x,y in R™ e X in (0,1). Si definisce dom f linsieme dei punti x per i quali

f() # ox.

Notare che dom f ¢ un insieme convesso, in quanto se f(z) e f(y) sono entrambi diversi
da oo, allora f(Az + (1 = N)y) < Af(x)+ (1 —N)f(y) < oo.

In generale anche se f puo assumere il valore {oo} la definizione dell’epigrafo non cambia:

Definizione A.2.2. Data f: R"™ — RU {oco} lepigrafo di f é definito come

{(z,y) eR" xR | y > f(x)}

e viene indicato con epi f.

Proposizione A.2.1. Una funzione f : R" — R U {oco} é convessa se e solo se il suo

epigrafo € convesso.

Poiché una funzione e semicontinua inferiormente se e solo se il suo epigrafo e chiuso, una

funzione & convessa e semicontinua inferiormente se e solo se il suo epigrafo & convesso
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e chiuso.

Per una funzione convessa la disuguaglianza (A.2.1) si puo generalizzare per un numero
arbitrario di punti, dando origine alla disuguaglianza di Jensen: se A > 0 e Zle ANi=1

allora
FOoE Niwa) < X050 Naf ()

Dalla disuguaglianza di Jensen segue facilmente la semicontinuita superiore per i punti
contenuti nella parte interna relativa. In generale infatti per ottenere la semicontinuita
superiore in un punto x basta applicare tale disuguaglianza ai punti contenuti in un in-
torno convesso di x con finiti estremi. Si possono pero dimostrare proprieta di continuita

molto piu forti (da [9, p. 74]):

Teorema A.2.2. Se f : R" — RU {oco} ¢ una funzione convessa e K un compatto

contenuto in ri(dom f), allora f é Lipschitziana in K. In particolare, f ¢ continua in

ri(dom f).

Dimostrazione. A meno di isomorfismi tra R™ e aff(dom f) si puo supporre senza perdita
di generalita che aff(dom f) = R".

Sia z € int(dom f), e {v; }1<i<n una base di R™. Allora esiste > 0 tale che I'insieme
A={ex+pv |1 <i<n}U{z—pv |1 <i<n}U{z}

¢ contenuto in dom f. Sia M = max{|f(z)| | x € A}. Per la continuita della funzione
che associa ad un vettore di R” le sue coordinate in una base fissata, per ogni ¢ esiste §

tale che per ogni y € Bs(x)

n n
€
=T + )\'U" )\ = S <
y=e 2 e ) N = < e TN
Sia a; =  + sgn(Ai)v; per 1 <i < n. Allora per ogni y € Bs(x) si ha che

Fy)=f(@) = F((A=s)z+3 0 [Ailai) = f(z) < —=sf(@)+2252 [Nl f(ai) < s(1f(2)[+M) < e

e questo implica che f € semicontinua superiormente in int(dom f). Dato z € int(dom f),
sia 6 tale che Bs(z) C int(dom f). Per la semicontinuita superiore di f esiste N massimo
di f ristretta a Bs(z).

Per dimostrare che f & semicontinua inferiormente, si supponga per assurdo I’esistenza
di {z;}ien successione con limite z tale che lim; o f(2;) = ¢ < f(x). Sia ¢’ = %
e i tale che f(z) — f(x;) > % el — x| <4
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Allora
flo+0E=20) > (@) + g (f(2) = f(@:) > N

assurdo per la definizione di V.

Sia ora K un compatto contenuto in int(dom f). Allora esiste d tale che il compatto
J = U,ex Bs(x) & ancora contenuto in int(dom f). Siano M ed m rispettivamente
massimo e minimo di f ristretta a questo compatto. Siano x,z’ € K e senza perdita di

generalita si supponga f(2') < f(z). Per convessita

fla+ 82 2 f(@) + (F@) = F@) oy 2 m+ (F@) = F@) ey

Poiché il massimo di f in J € M, la precedente disuguaglianza implica che
f@)=f() ~ Mgm‘ O

[l —a']]

Definizione A.2.3. Sia f : R" — RU {oco} una funzione. Un elemento z di R™ viene

detto a—sottogradiente di f in xg se a >0 e
flzo+2x) > f(xo) —a+z- (x — x0) per ogni x € R" (A.2.2)

L’insieme degli a— sottogradienti di f in xq viene indicato con Oy f(x0). Per ao =0 viene

indicato con Of(xg) e chiamato sottodifferenziale di f in xy.

Analogamente a quanto si fa per il gradiente, anche per il sottogradiente si puo dare una
caratterizzazione usando gli o piccoli, come dimostrato dalla seguente proposizione. Per
una trattazione esaustiva delle proprieta locali del sottogradiente, il lettore interessato

puo consultare [9, pp. 249-258|.

Proposizione A.2.3. Sia f : R™ — RU{oo} una funzione convessa e sia x € int(dom f)

(che si assume sia diverso dall’insieme vuoto). Sia h € R™ tale che
flet+e) < flx)+h-eto(lell) o flx+e) = f(x)+h-e+o(|e]]) (A.2.3)

per ogni € € R™. Allora h € 0f(z).

Dimostrazione. Si supponga per assurdo che esista ¢’ € R™ tale che f. = f(z +¢') =
f(x)+e -h—pu, con u> 0. Per 6 €0,1], se eg = 0" allora f(zx+eg) < (1-0)f(x)+0fe.
Ma

fl@)+eg-h—(f(x) +0(fo — f(x) O -h—flz+e) p

leoll - o'l e

e quindi
f@)te-h—fate) | p

> >0
=0 ]l el
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contraddicendo la seconda equazione dell’ipotesi (A.2.3).
Inoltre, per 6 € (—00,0), f(x +0c) > (1 —0)f(z) + 0 f.. Quindi

f@)+0e-h—(flx) +0(fe — f(x)) O -h—flx+e)) n

16| - —0le]] e
da cui
“h—
limsupf(z)—FE fle+e) < - H/ <0
-0 ]l ll”ll
contraddicendo anche la prima equazione dell’ipotesi (A.2.3), assurdo. ]

Nel teorema appena visto vale anche I'altra freccia, ma questo ¢ meno interessante perché
chiaramente tra le due equazioni della (A.2.3) per un sottogradiente in generale vale solo
la seconda.

Questa proposizione ha due corollari molto importanti. Il primo mostra la relazione tra

differenziale e sottodifferenziale:

Corollario A.2.4. Sia f: R" — RU {oo} una funzione convessa e sia x € int(dom f)
tale che f sia differenziabile in x. Allora 0f(x) = {V f(z)}.

Dimostrazione. Per definizione di Vf, f(x +¢) = f(x) + ¢ - Vf(z) + o(|le||) e quindi
Vf(z) € df(x). Se z € df(x), allora esiste d tale che z-d > V f(z) - d e in particolare z

non rispetta la prima equazione della (A.2.3) lungo la direzione d. ]
Il secondo mostra come i massimi di una funzione convessa stiano sempre sul bordo del
dominio:

Corollario A.2.5. Sia f: R" — RU {oo} una funzione convessa e sia x € ri(dom f)

tale che f(x) = maxycdom f f(y) = M. Allora f ¢é la costante M se ristretta a dom f.

Dimostrazione. A meno di isomorfismi si puo supporre dim (dom f) = n. Si ha che
flx+e) < f(x)+0-eper z+ein dom f. Allora 0 € Of(z) per la proposizione A.2.3,
e quindi f(x) > flaom f = M = f(x). O

Si puo riscrivere ’equazione del sottogradiente (A.2.2) come

(=2,1) - (2, f(zo + 7)) = (=2,1) - (0, f(0))

Dalla formula precedente si ha che equivalentemente alla definizione appena data z e
un sottogradiente per f in xq se e solo se (—z, 1) supporta Uepigrafo di f in (zo, f(x0)).

Questo permette di applicare il teorema di separazione propria ad un punto sul grafico
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di una funzione convessa e all’epigrafo della stessa per ottenere un importante teorema

di esistenza del sottogradiente (da [8, Teorema 1.4.5]):

Teorema A.2.6. Sia f : R" — RU{oo} una funzione convessa, xy € ri(dom f). Allora

Of (wo) # 0.

Dimostrazione. Sia epi f I'epigrafo di f. 0 non apprtiene alla parte interna dell’insieme
epi f — {(zo, f(z0))}, perché esso non contiene (0, —¢) per ogni € > 0. Si puo allora
applicare il teorema di separazione propria a epi f ed {(xo, f(z¢)}, ottenendo I'esistenza

di un vettore (—z,v) tale che valgano le due equazioni

b (2) - (0.0) 2 (<2,0) - (2o, (@)

sup (_Za U) : (xa C) > (_271}) : (.%'0, f(.’E()))
(z,c)€epi f
In particolare il lato destro della prima disuguaglianza deve essere diverso da —oo, per
cui v > 0. Se per assurdo fosse v = 0, poicheé x € ri(dom f) per la prima equazione di

separazione propria si avrebbe
—z-x = —z-x0 per ogni z € aff(dom f)

contraddicendo cosi la seconda equazione di separazione. Allora v > 0 e si possono
dividere entrambi i lati della prima equazione di separazione propria per v, ricavando la

condizione per cul b

¢ un sottogradiente di f in zg. O
Nella dimostrazione precedente, si usa 'ipotesi x € ri(dom f) solo per dimostrare v # 0,
ossia che l'iperpiano separante non & verticale e corrisponde ad una funzione. Questo
significa che in generale per punti in rbd(dom f) esiste ancora un iperpiano separante,
eventualmente verticale. In effetti se f(z) = —/x per z > 0 allora 9f(0) = () ma
liperpiano (z,y)(1,0) = 0 & separante per l'epigrafo di f e il punto (0,0).

In maniera completamente analoga al teorema appena visto si puo dimostrare la seguente

generalizzazione (da [7, p. 43]):

Teorema A.2.7. Sia f: R" — RU{oo} una funzione convessa. Sia hx una funzione
affine definita su un sottoinsieme affine X di R™ tale che hx < f|x. Si assuma inoltre
cheri(dom f)NX # 0. Allora esiste una funzione affine h definita su tutto R™ tale che
hlx =hx eh < f.

Il seguente risultato (da [8, Teorema 1.4.11]) serve a dimostrare che f si pud approssimare
arbitrariamente bene con funzioni affini anche fuori dalla parte interna relativa del suo

dominio. Questo giustifica in qualche modo la scelta di molti metodi di ottimizzazione
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di usare come approssimazione inferiore di f il massimo di funzioni affini associate a dei

sottogradienti.

Teorema A.2.8. Sia f: R" — RU {oco} una funzione convessa e semicontinua inferi-

ormente. Allora f ¢ uguale al sup delle funzioni affini strettamente minori di f.

Dimostrazione. Se dom f = () allora la tesi & banale.
Altrimenti, sia (z9,y0) € R™ x R\ epi f. La tesi equivale a dimostrare che per ogni
sifatto (xo,yo) esiste una funzione affine minore di f ma il cui epigrafo non contiene

{(x0,y0)}. Per il teorema di separazione forte esiste (z,v) tale che

inf  x-z4yv=cy>x0-2+yov =dp (A.2.4)

(zy)€epi f
Dalla precedente equazione si ha v > 0. Se v > 0 allora la funzione affine associata
all'iperpiano (Z,1) - (z,y) > > ¢ minore di f e il suo epigrafo non contiene (zo,yo).
Si supponga per assurdo di avere v = 0 per tutti gli (z,v) che soddisfano (A.2.4). Sia
x1 € dom f. Allora (x1, f(z1) — 1) € R™ x R/epi f. Per il teorema di separazione forte

esiste (2/,v’) tale che

inf x4y’ =c1 >3-+ (f(zr) — 1) (A.2.5)
(z,y)€epi f
e x1 € dom f implica che v/ > 0.
Sia dy = (2/,v") - (z0,y0), € siano \g = d; —¢1 + € con € > 0, \y = ¢y — dy. Da queste
definizioni segue subito che A\; > 0 per i € {0, 1} e che A\gco + A1c1 > Aodp + A1dy. Allora
combinando le disuguaglianze (A.2.4) e (A.2.5) moltiplicate per i coefficienti A\g e A

rispettivamente si ha che la funzione affine associata all’iperpiano di equazione
()\0(2:, 1)) + )\1(2’/, UI)) - > Apco + Aicr

¢ minore di f e il suo epigrafo non contiene {(xo,yo)}. O

Essendo il sottodifferenziale un insieme per ogni punto, per lo studio delle sue proprieta
di continuita e utile definire una semicontinuita inferiore e una semicontinuita superiore

per funzioni con valori nell’insieme delle parti di R", che verra indicato con B(R").

Definizione A.2.4. Sia F : R" — B(R"™). Si dice che F é semicontinua superiormente
in T se per ogni successione {(xg,Sk)}ken tale che s, € F(xy) per ogni k € N e che
se limg o0 (zk, sk) = (Z,8) allora 5 € F(z). F viene detta semicontinua inferiormente
in T se per ogni § € M(Z) ed ogni successione {x}ren convergente ad T esiste una
successione {sk}ren convergente a 3 tale che s € F(xy) per ogni k. F ¢ detta continua

se e sia semicontinua inferiormente che semicontinua superiormente.
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Tutti i risultati su continuita e limitatezza enunciati sono tratti da [7, pp. 12-13].
Non verra dimostrato il risultato di semicontinuita inferiore, che non viene usato negli
algoritmi presentati in questa trattazione.

Il seguente teorema ha tra le immediate conseguenza la semicontinuita superiore di 9 f

per ogni € > 0.

Teorema A.2.9. Sia f una funzione convessa definita su R"™, £ € dom f, {x;}ien
una successione contenuta in R™ con lim,_ ., x; = Z, {a}ieN una successione contenuta
in R>g con lim; oo €; = €, {Si}ien tale che per ogni i s; € O, f(x;) e tale che esista
limi_,oo S; — S.

Se limsup;_,, f(x;) > f(Z), allora s € 0-f(Z).

Dimostrazione. Per ogni ¢ e per ogni x € R" per ipotesi vale
flxi) —&i+ (2 — ) - 5 < f(x)

Passando al limsup in entrambi i lati della precedente disuguaglianza e usando che

limsup,_,, f(z;) > f(Z) si ottiene
f(@)—e+(z—-1) s < f(2)
per ogni x € R™. ]

Corollario A.2.10. 0. f(x) é semicontinua superiormente in x per ogni x in ri(dom f).

Dimostrazione. Segue dal teorema appena visto fissando €; = € per ogni i e dalla conti-
nuita di f in ri(dom f). O

In [7], viene dimostrato anche che se F' : R x Ryg — B(R™) & definita da
F(x,e) = 0 f(x)

allora F' & continua in ri(dom f), e in particolare che se z,z’ € K compatto dove f ha
come costante di Lipschitz L, €,&’ > 0, s € 0. f(x) allora esiste s’ € 0. f(2') tale che

Is = 'l < (lle =2l + |e = £I)

min{e, e’}

Invece in generale 0 f(z) non € semicontinua inferiormente. Ad esempio ¢ facile verificare

che se f(x) = |z| allora df(z) non & semicontinua inferiormente in 0.
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Proprio come per funzioni differenziabili e lipschitziane la norma del differenziale in un
punto e sempre limitata dalla costante di Lipschitz, per funzioni lipschitziane e convesse

anche il sottogradiente sotto opportune ipotesi ha norma limitata ([7, Lemma 6.1]).

Teorema A.2.11. Sia f una funzione convessa definita su R™ e sia X C R™ tale che
f sia Lipschitziana con costante L su |J, .y Bs(x), dove § > 0. Allora per ogni e > 0,

per ogni x € X
€

s € 0f(x) = |s| §L+5

Dimostrazione. Sia s € 0. f(z) con z € X. Poiché f & Lipschitziana con costante L su
Bs(x),
flz+ 5@) < f(z)+ Lo

e poiché s € 0. f(x)
fl@)—e+s = flo) —e+ 50 < fla+o73)

Stimando f(x 4 ¢ ﬁ) con la precedente disuguaglianza si ottiene — + [|s||6 < L. O

In particolare se X & un compatto contenuto in int(dom f) esiste sempre un ¢ > 0 tale
che 'unione delle palle chiuse di raggio ¢ con centro appartenente ad X € un compatto
contenuto in int(dom f). Il teorema A.2.2 garantisce inoltre che f sia lipschitziana,
quindi il teorema appena dimostrato si puo applicare ad X, ottenendo ad esempio che

per ogni z € X e z € df(x) se L ¢ la costante di Lipschitz di f allora ||z|| < L.

Corollario A.2.12. Sia f una funzione convessa definita su R™ e sia A C int(dom f)

un aperto dove f é differenziabile. Allora il differenziale V f(x) é continuo in A.

Dimostrazione. Sia T € A e § tale che Bs(z) C A. Per il teorema A.2.11 esiste L tale
che |V f(x)|| < L per ogni x € Bs(x). Sia {z;}ieny una successione contenuta in Bs(Z).
La successione {V f(x;)}ien € limitata in norma e per il teorema A.2.9 tutte le sotto-
successioni convergenti devono convergere a V f(z), e questo implica che la successione

stessa converge a V f(x). O



B. Moduli di continuita

Nella trattazione dei metodi bundle generalizzati viene usato qualche risultato sui moduli
di continuita. Per approfondimenti e generalizzazioni dei risultati proposti, il lettore

interessato puod consultare [10].
Definizione B.0.1. Un modulo di continuita é una funzione

w: R>o U {oo} = R>o U {oo} tale che

%i_r}r(l)w(é) =w(0)=0

Data una funzione uniformemente continua f le si puo associare un modulo di continuita
che fornisca in qualche modo informazioni sulla massima variazione che f puo avere tra
due punti a distanza fissata. Nel resto della tesi verra usato il seguente modulo di

continuita:

Definizione B.0.2. Sia f : X C R" — R™ una funzione uniformemente continua.
Allora si definisce modulo di continuita standard di f la funzione

my : Rxo U {oo} = R U {oo} tale che

my(8) = sup{[|f(z) = fW) [ z,y € X, [lz —yll <6}

Con questa definizione my ha diverse proprieta interessanti:
Proposizione B.0.1. (1) mj é un modulo di continuita debolmente crescente.
(2) Se X e convesso allora my(01 + 62) < my(01) + my(d2) per ogni 1,62 > 0.

(3) Se X é convesso my € uniformemente continua con modulo di continuita standard

uguale ad my.
(4) Se X e connesso ed f non é costante allora my¢(5) > 0 per ogni x > 0.

Dimostrazione. (1) E evidente dalla definizione che my ¢ non negativa e debolmente

crescente. f & uniformemente continua e quindi per ogni € esiste  tale che my(d) < ¢,

59
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da cui siccome my ¢ debolmente crescente lims_,oms(d) = 0.
(2) Siano z,y tali che ||z — y|| < §; + d2. Allora per la convessita di X esiste z tale che
lz — 2]l < 61 e lly — 2] < J2. Quindi

[ =yl < llz =zl + ]z = yll < mys(d1) +ms(da)

e passando al sup su tutti gli z e gli y tali che ||z — y|| < &1 + d2 si ottiene la tesi.

(3) ms(6) —m(0) = my(0) implica che M,y (§) > my(d). Per la disuguaglianza opposta,
siano §; < 62 reali non negativi. Allora per la proprieta (2) |mys(d1) — my(d2)| =
myg(02) —my(d1) < myg(d2 — d1), da cui la tesi.

(4) Si assuma per assurdo che X sia connesso, f non sia costante ed esista 6 > 0 tale
che m¢(6) = 0. Sia 2’ € X tale che f(z') = y Allora gli insiemi {z € X | f(z) =y} e
{r € X | f(x) # y} sono aperti e la loro unione ¢ X, assurdo. O

Poiché my ¢ debolmente crescente non sempre esiste una funzione inversa, ma si puo
comungque definire un’inversa generalizzata:

Definizione B.0.3. Dato un modulo di continuita debolmente crescente m la sua inversa

generalizzata ¢ la funzione my' : RU {oco} — R U {oo} tale che:

m;l(e) =inf{6d € R >0 | m(d) > ¢}

Anche l'inversa generalizzata del modulo di continuita ha delle proprieta interessanti:

Proposizione B.0.2. Sia m un modulo di continuita debolmente crescente. Allora:

(1) m;t ¢ debolmente crescente e m;1(0) = 0.
(2) Se m(5) > 0 per 6 > 0 allora lim._,om; '(g) = 0.
(3) m;t(e) > 0 per ogni e > 0.

(4) Se n(6) = kym(kad) con ki, ke > 0. Allora
nyl(e) = k%m;l(kils) (B.0.1)

Dimostrazione. (1) Immediata conseguenza della debole decrescenza di m e di m(0) =

(2) Per definizione my(m(d)) < § per ogni § > 0. Quindi preso ¢ = m(5) > 0,
m; (") < & per ogni ¢’ < ¢, da cui la tesi.

(3) Per ogni 6 esiste ¢ > 0 tale che m(e) < §, ma questo implica che m;1(¢’) > ¢ per
ogni & > 4.

(4) Innanzitutto n(ém;l(k—lla)) = kgm(mgl(k—lla)). Sia m;l(k—ll&t) =s. Se s’ > s allora
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|~

m(s’) >

nl(e) =

Ea

1?“""‘

e. Se s’ < s allora m(s') < 17115 , e pertanto s = inf{s’ | n(lj—;) > e} =
O
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